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随机 现象 在 自然 界 中 普遍 存在 , 复杂 系统 经 常 受到 随机 因素 或 者 不 确定 性 因素 
的 影响 , 甚至 起 着 决定 性 的 作用 , 使 其 长 期 行为 发 生根 本 性 的 变化 , 蝴蝶 效应 就 是 
一 个 很 好 的 例子 . 另外 , 由 于 观测 手段 及 技术 的 局 限 , 被 忽略 的 以 及 物理 原因 暂时 
还 不 明白 的 过 程 、 不 可 靠 的 观测 量 和 被 忽略 的 小 / 快 尺度 运动 对 大 / 慢 尺 度 运动 的 
影响 通常 也 可 用 随机 因素 来 描述 或 近似 描述 .随机 动力 系统 ( 包 插 各 种 随机 方程 ， 
特别 是 随机 偏 微分 方程 ) 就 是 这 些 在 随机 因素 影响 下 的 复杂 系统 的 合适 的 数学 模 
型 . 随机 动力 系统 由 于 能 够 描述 一 些 确定 性 动力 系统 所 不 能 描述 的 现象 而 越 来 越 
受到 其 他 学 科 的 关注 . 

随机 分 析 为 研究 随机 动力 系统 带 来 了 极 大 的 机 遇 与 挑战 . 20 世纪 80 年 代 , El- 
worthy, Baxendale, Bismut, Kunita, Ikeda 以 及 Watanabe 等 发 现 随机 微分 方程 的 
解 不 仅 具 有 Markov 性 质 , 还 具有 同 胚 流 的 性 质 . 这 样 人 们 就 可 以 从 动力 学 的 角度 
出 发 来 研究 随机 流 , 从 而 获得 比 随机 过 程 更 丰富 的 结构 内 容 . 通过 对 随机 微分 方程 
生成 随机 动力 系统 有 关 理 论 的 研究 , 有 助 于 构建 起 随机 分 析 与 随机 动力 系统 研究 的 
桥梁 , 人 们 对 作为 随机 分 析 和 动力 系统 的 结合 的 随机 动力 系统 理论 及 其 长 期 演化 行 
为 分 析 的 关注 , 使 得 随机 动力 系统 在 近 几 年 也 得 到 了 快速 发 展 . 同时 , 随机 分 析 和 
动力 系统 的 研究 在 过 去 几 十 年 的 成 功 应 用 也 证 明了 随机 动力 系统 理论 可 以 有 效 地 
应 用 到 其 他 学 科 . 

对 随机 动力 系统 的 研究 也 来 源 于 数学 自身 的 发 展 . 从 理论 的 角度 来 看 , 作为 跨 
学 科研 究 的 随机 动力 系统 , 主要 有 两 个 研究 学 派 : 用 与 之 相关 的 Markov 半 群 的 不 
变 测度 的 存在 唯一 性 来 讨论 相关 动力 学 性 质 的 随机 分 析 学 派 , 以 及 从 研究 轨道 的 几 
乎 处 处 的 渐 近 行为 出 发 的 随机 动力 系统 学 派 . 国际 上 关于 随机 动力 系统 动力 学 研 
究 始 于 20 世纪 90 年 代 , 德国 的 Ludwig Arnold 教授 领导 的 Bremen 课题 小 组 历 
经 10 年 的 研究 , 从 随机 方程 入 手 发 展 了 随机 动力 系统 的 基本 理论 , 并 完善 了 有 限 
维 随机 动力 系统 的 线性 理论 , 1998 年 出 版 了 黄 基 性 的 专著 《随机 动力 系统 》, 引起 
了 动力 系统 和 随机 分 析 领 域 的 极 大 关注 , 人们 开始 利用 随机 动力 系统 的 框架 来 研究 
随机 非 线性 发 展 方程 解 的 长 期 性 态 , 并 成 功 地 应 用 到 很 多 领域 中 . 20 世纪 90 年 代 ， 
意大利 的 Flandoli 等 建立 了 随机 无 穷 维 动力 系统 的 基本 概念 和 框架 , 并 对 Burgers 
方程 、Navier-Stokes 方程 、 非 线性 波 方程 、 非 线性 扩散 方程 等 证 明了 随机 整体 吸引 
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子 的 存在 性 . 对 无 穷 维 随机 动力 系统 的 动力 学 研究 , 目前 主要 有 : 英国 Warwick K 
学 的 Robinson 领导 的 研究 小 组 、 西 班 牙 的 Caraballo 等 领导 的 研究 小 组 、 德 国 的 
Crauel 和 意大利 的 Flandoli 为 代表 的 研究 团队 , 以 及 俄罗斯 数学 家 Chueshov 关于 
单调 随机 动力 系统 研究 的 群体 . 目前 , 作为 核心 数学 研究 课题 的 随机 动力 系统 的 研 
究 处 于 重要 的 发 展 阶段 , 随机 微分 方程 、 随 机 偏 微分 方程 以 及 随机 动力 系统 的 研究 
己 经 成 为 当前 的 研究 热点 和 前 沿 课题 . 据 不 完全 统计 , E 2003 年 3 月 以 来 , 在 世界 
范围 内 举办 的 有 关 随 机 动力 系统 (随机 偏 微分 方程 ) 的 主流 国际 会 议 不 少 于 20 次 . 

国内 随机 动力 系统 的 研究 是 近 几 年 才 开始 的 , 2004 年 3 H 1 HE 4 H 15 H, 
在 中 国 科学 院 数 学 与 系统 科学 研究 院 晨 兴 数学 研究 中 心 举办 了 第 一 次 “ 非 自治 和 
随机 动力 系统 ”高 级 研讨 班 , 并 且 形 成 了 一 些 以 课题 小 组 为 核心 的 研究 群体 , 取得 
了 一 些 处 于 国际 领先 地 位 的 研究 成 果 . 现 有 关于 随机 微分 方程 、 随 机 偏 微分 方程 及 
其 生成 随机 动力 系统 的 研究 成 果 主要 集中 在 对 高 斯 噪声 驱动 的 情形 , 尤其 值得 指出 
的 是 这 些 噪声 通常 也 是 时 间 连 续 的 , 而 对 分 数 维 布设 运动 、Lkvy 噪声 、 脉冲 噪声 等 
非 连续 噪声 驱动 的 情形 则 较 少 涉 及 , 并 且 国 内 目前 尚 无 合适 的 关于 随机 动力 系统 的 
研究 生 教材 . 

近年 来 , 我 们 对 高 斯 噪声 、Lévy 噪声 和 分 数 布朗 运动 驱动 的 随机 偏 微分 方程 
的 资料 进行 收集 和 整理 , 并 在 国家 自然 科学 基金 和 湖南 省 自然 科学 基金 的 资助 下 ， 
对 不 同 噪声 驱动 的 随机 偏 微分 方程 生成 的 随机 动力 系统 开展 研究 , 取得 了 一 些 研究 
成 果 . 在 几 位 教授 的 鼓励 和 支持 下 , 我 们 根据 在 国防 科技 大 学 和 华中 科技 大 学 数学 
系 的 研究 生 讲授 的 随机 动力 系统 课程 的 讲义 整理 成 书 , 对 随机 过 程 及 其 相应 的 随机 
积分 做 了 较为 系统 的 介绍 .我 们 希望 本 书 的 出 版 能 够 帮助 对 随机 动力 系统 感 兴趣 
的 读者 尽快 进入 该 领域 , 并 能 在 阅读 本 书 的 基础 上 , 进入 研究 前 沿 . 

郭 柏 灵 院士 、 李 继 彬 教授 、 蒋 继 发 教授 和 段 金桥 教授 对 本 书 的 写作 给 予 了 极 
大 的 鼓励 和 支持 , 科学 出 版 社 的 责任 编辑 为 本 书 的 出 版 付出 了 辛勤 的 劳动 , 在 此 表 
示 深 深 的 谢意 .在 本 书 的 撰写 过 程 中 ，Z. Brzezniak 教授 、 县 克 宁 教授 、JiangLun 
Wu Bae. xum. Xu. ERIS. BRITT. RRR ECR . 
犹 学 科 副 教授 、 孙 成 峰 副 教授 、 史 可 华 博 士 等 提供 了 很 多 参考 文献 , 为 本 书 的 顺利 
完成 提供 很 多 帮助 . 在 本 书 的 试用 过 程 中 , 朱 健 民 教 授 和 王 海 色 老师 给 予 了 很 多 帮 
Bh, 博士 生 李 劲 、 硕 士 生 唐 照 阳 对 书稿 进行 了 认真 的 校对 , 在 此 表示 感谢 . 本 书 的 
出 版 得 到 了 国防 科技 大 学 数学 学 科 建 设 基金 的 资助 , 并 得 到 了 国家 自然 科学 基金 
(No:10971225). 留学 回国 科研 启动 基金 和 湖南 省 自然 科学 基金 (No:11JJ3004) 以 及 
国防 科技 大 学 基础 研究 基金 的 资助 , 在 此 一 并 表示 感谢 . 
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第 1 章 ”随机 过 程 与 随机 积 


本 章 先 介绍 随机 变量 与 随机 过 程 、 条 件 期 望 等 基本 概念 , 然后 分 别 介 绍 Wiener 
过 程 及 其 随机 积分 Lévy 及 其 随机 积分 和 分 数 布朗 运动 及 其 随机 积分 , 最 后 给 出 
Nuclear 算 子 和 Hilbert-Schmidt 算 子 的 定义 及 其 性 质 . 


81.1. 随机 过 程 与 条 件 期 户 


设 (Q, 天, P) 是 概率 空间 . 对 任意 的 A € F, W 4 的 补 集 为 A, 14 为 集合 4 
的 特征 函数 . 本 节 内 容 取 自 于 文献 [4], [21] 和 [22]. 

定义 1.1.1 ik (E,£) 是 一 个 可 测 空 间 . 称 任意 可 测 映射 六 :一己 为 一 个 
E- 值 随机 变量 , KE 上 的 随机 元 素 (随机 变量 ). 

记 LA(X)(T) = Po XT) := P(w € 0: X(w) eT, T € E 为 随机 变量 X 的 分 
46, 即 E 中 随机 元 素 的 分 布 . 

定义 1.1.2. 36 1 X b] d Ee] (连续 时 间 情 形 时 , I ARR Rt, 或 有 
REN (0,7); 离散 时 间 情 形 时 ,了 是 非 负 整数 Zt = {0,1,---} MFR), 记 了 上 的 
Borel c- A B(I). 称 E LM MRARHEER X = (X(t), teI) AE EH MM 
过 程 , 或 者 为 E- 值 的 随机 过 程 . 

定义 1.1.3 “对 于 任意 的 大 E N, E 值 随机 过 程 X 的 有 限 维 分 布 是 在 乘积 空 
H|E* 上 的 前 向 测度 PX. X 


PX 4, (S) = Pio € Q(X (w), Ut , Xan (w)) € S). 


定义 1.1.4 “对 任意 的 上 ET 了, 滤 子 是 任意 非 减 的 ac R Fe C FS RUE SEX. 如 

果 
Fr=Fin=(\Fs wel, 
s>t 

则 称 (五 ) 是 右 连 续 的 . de (Fi) 是 一 个 右 连 续 的 滤 子 , 并 包含 下 中 的 所 有 P A 
度 为 0 的 集合 (EMH), 则 称 (F) 是 正则 滤 子 . a AH (Q, F, (Ft), P) ARII 
moe il. 称 E- 值 的 随机 过 程 X 关于 滤 子 (万 ) 是 适应 的 , de GRO ARA (6 I, X(t) 
都 是 Fe 可 测 的 . 

附注 1.1.1 “对 任意 的 滤 子 (Fe, BT (Fu) 是 右 连 续 的 . RX 是 给 定 E- 
值 随机 过 程 , 则 (FX) 表示 由 X ERHET, 即 对 每 个 te I, FR := o(X(s):sE 
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Ls«t), 即使 得 所 有 的 随机 元 X(s), sel, s«t 都 可 测 的 最 小 的 o- R Fy RE 
包含 FX 及 于 的 所 有 零 测 集 的 最 小 0- RW MRT (FL) 是 正则 的 , EX ATR 
F (FA) 是 适应 的 . 

EX 1.1.5 称 E- 值 的 随机 过 程 X 是 可 测 的 , de X R—AMAIXxOSE 
上 的 可 测 映 射 , 其 中 在 工 xQ 上 考虑 乘积 o- RBI) x F. 

定义 1.16 KP, 为 可 料 集 的 o- 域 , 即 包含 所 有 形 如 (st) Ix A 集合 的 
IxQ 子 集 的 最 小 的 o- 域 , 其 中 s, tel, s<t HACE, 称 取 值 于 可 测 空 间 
(EE) 的 随机 过 程 X 是 可 料 的 , RX 是 从 XQ 到 马上 的 可 测 映射 , 其 中 在 
IxQ 上 考虑 o- & Pr. 

附注 1.1.2 wRY 是 连续 的 , LAF Fa te 0,7] 是 适应 的 , 则 它 是 可 料 
的 . 进一步 , 连续 性 可 以 减弱 为 左 连 续 . 事实 上 , 定义 Ym: 


YA (t, w) = 5 Ym, klt, w), 


kz1 
其 中 ， 对 tc ((k ~~ 1)2-™,k2-™), 
Yin,k := Y((k—1)2 7,0), 


W {Ym} 是 可 料 的 , 由 过 程 Y 的 左 连续 性 可 知 , {Ym} 必定 收 化 到 了 . 因此 过 程 了 
也 是 可 料 的 . 

定义 134.7 4 (X(t), t€ ID) 是 一 个 E- 值 的 定义 在 (N, F, P) 上 的 随机 过 程 . 
一 个 召 hay Mts (Y(t), t € I) 称 为 是 X. 的 修正 , de P(X(t) =Y(t)) 二 1 
MEE tel 都 成 立 . 

附注 1.1.3 X 的 任 一 修正 Y 与 X 具备 相同 的 有 限 维 分 布 . 如 果 存 在 总 的 
一 个 具备 P-a.s. 连续 轨道 的 修正 了 , MAX 具备 一 个 连续 修正 (连续 随机 过 程 的 
定义 参阅 定义 1.1.12). 如 果 存 在 X 的 一 个 可 测 或 可 料 的 修正 Y, MARX 具备 一 个 
可 测 或 可 料 修正 . 

定义 1.1.8 $ (Q, F, (F, P) 为 一 个 滤 子 概率 空间 . 称 T:9 [0, +00] AK 
于 滤 子 (Fe) 的 停 时 , 如 果 对 任意 tel, {7 <t) eA. 

A> 7 为 一 个 停 时 , da 万 为 使 得 4n {r < th e 五 对 任意 te 了 成 立 的 事件 
A e 丰 的 并 , 容易 验证 F, 是 一 个 o- 域 , 并 且 r 关于 F 是 可 测 的 . 以 后 称 F 为 
停 时 o- 域 . 

令 (X, || .| 是 一 个 Banach 空间 , B(X) Æ X 上 的 Borel o- BL (Q, F, P) 是 可 
测 空间 , a 是 定义 在 其 上 的 有 限 测度 . 

下 面 介绍 定义 在 Banach 空间 上 的 Bochner 积分 的 定义 及 其 性 质 . 

考虑 简单 函数 类 : 


nr 
B= {PMX Dol tp € X, Ap € 大， chen nen]. 
k=1 


定义 向 量 空间 三 上 的 半 范 数 |) .| 为 | 
he = filas, vr ez. 
为 使 EJ le) 构成 一 个 赋 范 向 量 空间 , 考虑 关于 | Je 的 等 价 类 . 
对 任意 的 Fe, f= Yo arlan 不 妨 设 A, 是 两 两 不 交 , 定义 Bochner 积分 为 


k—1 
n := M ku Ak). 
k=1 


容易 验证 , 该 定义 与 广 的 表示 无 关 , 而 且 关 于 被 积 函 数 是 线性 的 . 定义 映射 ; 
Int : (| 下 全) 一 (人 作用， 
了 一 J fdn. 


由 于 | f fan < f isan 对 任意 f EE 成 立 (注意 到 Ar 是 两 两 不 交 的 ). 因此 该 


映射 是 线性 的 , 并 且 一 致 连续 . 而 且 可 将 映射 Int 拓展 到 SKF | is 的 完备 化 空 
ig 三 上 . 
下 面 给 出 三 的 表示 . 
定义 1.1.9 AA f: 0 一 X 称 为 是 强 可 测 的 , 如 果 它 是 F/B(X)- TA. 
定义 1.1.10 4 1£p«oo. 定义 
LP(O, F, u; X): LP (9, X) 
={f :0 一 X|7 是 强 可 测 的 ， 而 且 fia < co} 


及 半 范 数 i 
Ifl = (fimi) remm nuo. 
LPO, £,u; X) KF llre 的 所 有 等 价 类 组 成 的 空间 记 为 LPN, F, u X) := LQ, X). 
引 理 1.1.1 外 ” 令 万 是 一 个 度量 为 d 的 度量 空间 , :0 一 已 是 强 可 测 的 ,并 
B f(Q) CXX 是 可 分 的 , 则 存在 简单 E- HER AUT TI fn n 6 N, 使 得 对 任意 ww c0, 
序列 d(fr(w), f(w)), ne N 单调 下 降 趋 于 0. 
I S 思 = {ei,e2,…} 是 瑟 的 可 数 稠密 子 集 . 对 meN, 定义 


dm(w) = min{d(f(w),ex)|k < m}, 
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km (w) = min(k € m : dn(w) = d(f(w),ex)). 
"C = Ekm (w). 
显然 fm 是 简单 函数 , 这 是 因为 


fm(0) C {e1, e2, , Em}, 


而 且 , 由 Eo 的 稠密 性 , 序列 {dm(w)} 对 任意 w e 9 单调 下 降 趋 于 0. 由 da (o) = 
d(f(w), fo. (^) 即 可 证 得 该 引 理 . E 
推论 1.11 EROF mX) 的 关于 范 数 ‖ u 的 稠密 子 集 . 
命题 1.1.1 4-(0,7) 是 一 个 可 测 空间 , X 是 一 个 Banach 空间 , 则 
(1) 从 9 SX LH TR BRAAFRAKMH, 
(2) A. Q A X 上 的 强 可 测 函 数 类 关于 逐 点 收敛 封闭 . 


证 明 “本 命题 的 证 明 简 单 , 请 读者 完成 证 明 过 程 . 口 
推论 1.1.2 (LQ, F, mX) || ln) 是 完备 的 . 
定理 1.1.1 


== (L (0, F, u; X), | ` | zz 


证 明 ”由 推论 1.1.1 和 推论 1.1.2 即 可 得 证 . 口 

FE, 由 定理 1.1.1 可 将 Bochner 积分 的 定义 拓展 到 空间 E = LQ, F, u; X) 
.E. 下 面 给 出 Bochner 积分 的 性 质 . 

命题 1.1.2 (Bochner RFR) 4 f ELL, F, mX), A 


|y ras < f iras. 


证 明 ”对 fem AE TB, 然后 利用 唯一 的 连续 扩张 mt :三 = D'(u X) ^ 
X 即 可 . 口 
命题 1.1.3. $fe, F, mX) A 


IDEE 


对 所 有 LELY) 都 成 立 , KP Y 是 另 一 个 Banach 空间 . 
证 明 ”对 fe 忆 易 证 命题 成 立 , 然后 利用 唯一 的 连续 扩张 Int :三 = L'(u X) 一 
X 即 可 . O 
设 B 是 一 个 可 分 的 Banach 空间 , 则 对 任意 B- 值 的 随机 变量 , 实 值 函数 w 一 
|X(w)|5 是 可 测 的 . 一 个 B- 值 的 随机 变量 X 是 可 积 的 当 且 仅 当 


E|[X|p := [xoa Pao) « oo. 
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如 果 B|X|2, < oo, M X 是 平方 可 积 的 . 

定义 1.1.11 3X X(w) 为 一 给 定 的 可 积 B- 值 随机 变量 , HH Bochner 积分 

EX:= | X(w)P 
x 上 (w) P(dw) 

为 X(w) 的 期 望 . 

下 面 的 命题 给 出 了 随 积 变量 条 件 期 望 的 定义 . 

命题 1.1.47) 设 B 是 一 个 实 值 可 分 的 Banach FM, X 是 定义 在 概率 空间 
(Q,F, P) 上 的 Bochner 可 积 的 B- 值 随机 变量 , 9 是 一 个 包含 在 三 内 的 o- 域 , 则 
存在 唯一 的 Bochner 可 积 的 B- 值 随机 变量 Z, 关于 0 是 可 测 的 , 且 满 足 

] xar=| ZdP, VAEG. 
A A 


记 随 机 变量 Z 为 E(X19), RA X 在 给 定 9 下 的 条 件 期 望 
证 明 ” 先 证 明 存在 性 . 如 果 X 是 简单 函数 , 则 存在 zt, zz, … ,zw € B 和 两 两 
不 交 的 集合 41,… An E F 使 得 


N 
X= inda. 
k=1 
定义 、 
Z = 》 te P(Anl9), 


k=1 


Ju z 是 的 条 件 期 望 . 进一步 地 ， 


N N 
IZls < S; |\zeleP(Ax|G) = E (> x) = E(IX|pl9). 
k=1 


k=1 


由 此 利用 逼近 方法 即 可 证 明 该 命题 成 立 . 
再 证 唯一 性 . 由 于 E 是 一 个 可 分 的 Banach 空间 ， 则 存在 可 区 分 五 中 点 的 线 
PES HL, CE" n ON. WZ, Zo 是 Bochner 可 积 的 从 9 81 E ERI g- 可 测 映 射 ， 


满足 
J xer = | Z1dP = | ZodP 
对 任意 Ae 9 成 立 , 则 对 任意 n € N, 
| (In(Z1) — In(Z2))dP =0 


对 任意 AGG 成 立 对 4:= {a (Z) > In(Z2)} 和 4:= {In(Z1) < tx(22)}, 则 应 用 
此 式 有 In(Z1) = In(Za), P-a.s., 因此 


na := (| UG) = ln(Z2)} 
ncN 
是 全 测 集 . AW In, ne 可 以 区 分 E PRA, 所 以 在 Qo 上 Zi = Zo. 口 
称 取 值 在 B 上 的 随机 变量 族 X(n) 是 一 致 可 积 的 当 且 仅 当 
lim sup f |X (n)|gdP = 0. 
UX (la >r} 


T-G00 m 


下 面 列举 一 些 条 件 期 望 的 常用 性 质 . 

命题 1.1DL.5 +X, Y £BELPRHMMESE, Fa, be 有 ,9 是 三 的 一 个 子 
o- 域 ， 

(1) E(aX + bY |G) = aE(X|9) + bE(Y|9), P-as.. 

(2) 设 工 是 一 个 从 B 到 另 一 个 实 值 可 分 Banach 空间 B, 的 连续 线性 算 子 , 则 
E(TX|G) = TE(XI9), P-a.s.. 

(3) EX 是 9 可 测 的 ,6 是 一 个 实 值 可 积 的 随机 变量 ,并 且 使 得 CX TR, 则 
E((X|G) = XE(¢|Q), P-a.s.. 

(4) BG AG 的 一 个 子 o- XX, 则 E(XI9') = E(E(X|9)|G'), P-as.. 

(5) de X X 5 g 独立 , 则 E(X|G) = EX, P-a.s.. 

(6) 如 果 f: ROR FH HBR, f(\Xla) TAR, 则 f(|B(XI9)|B) < EF (|X| B)/9), 
P-a.s. 特别 地 , |E(X|9)|a « E(LX la. 10). 

(7) 3 (X(n) X B 上 的 一 致 可 积 的 随机 变量 序列 , X(n) 几乎 处 处 收 钙 于 X, 
则 E(X(n)|G) 一 E(X|9), P-a.s.. 

(8) 假设 (Gu, n € N) 是 递增 的 o- R, MAG =o(Gr:neEN), WG 是 包含 所 
有 Gn 的 最 小 o- 3, 则 E(X|Gn) > E(X|G), P-as.. 

证 明 ”利用 测度 论 的 经 典 方法 即 可 , 以 (4) 为 例 . 设 X 是 一 个 简单 函数 , 则 存 
在 zi,zx2,… ;ZN € B 和 两 两 不 交 的 41,… AN c F 使 得 


N 
x= 5 ZklA, , 
k=1 
则 


N 
E(E(X|9)|g) - E (z (> xo) v) 


k=1 
N N 
=E (> Poe = M zs P(A«g) = E(X|9*). 
k=1 k=1 


FRA I TAB AY EA (4) 成 立 . 口 
在 本 节 最 后 给 出 几 种 连续 的 定义 和 性 质 . 
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定义 1.1.12 称 一 个 B- 值 随机 过 程 X. 是 右 连续 的 , 如 果 
X(t+):= dim, XG) = X(t), Viel. 


如 果 
X(t) = „im X(s); Vt € I, 
则 称 X 是 连续 的 . 
定义 1.1.13 3k— ^M B- 值 随机 过 程 X = (X(t),t e I) 是 随机 连续 或 者 依 概 
IEE, 如 果 


lim P(IX(t) — X(s))p»s)-0, Ve»0, Viel. 


s—t,sci 


附注 11.4 “如果 TC 恨 是 紧 的 , 则 任意 随机 连续 的 过 程 X 还 是 一 致 随机 连 
续 的 , Bp Ve > 0, 36 > 0, 使 得 对 Vt,s € I, |t — s| < ô, 


PX- X(s))p > €) « e. 


定义 1.1.14 4k—^M B- 值 平方 可 积 的 随机 过 程 X = (X(t,t e I) 是 均 方 连 
续 的 ， 如 果 
lim | E[X(f) — X(s)|, =0, vtel. 


下 面 的 定理 给 出 了 Ro 中 的 随机 变量 存在 一 个 Holder ERRATA MAE, 
详 见 文献 [4]. 

定理 1.1.2 (Kolmogorov-Loéve-Chentsov 定理 ) ” 设 (E,p) 是 一 个 完备 度量 空 
ij, (X(v),v € R7) 是 一 族 E- 值 随机 变量 . 假设 存在 a 0, 02 0 满足 


Blp(X(v), X(u) < qu — ojt, uve m4, 
则 X 存在 一 个 指数 为 ae (0,b/a) 的 局 部 Holder 连续 的 版 本 . 
引 理 1.1.2 (Borel-Cantelli 引 理 ) ”如 果 V ^ P(A«) < oo, 则 P(wiw 属于 无 穷 


n=l 
多 个 As) — 1. 
证 明 ”该 引 理 的 证 明 可 参阅 高 等 概率 的 教材 . 口 
命题 1.1.00 ”任意 可 测 的 随机 连续 (F,)- 适应 的 B- 值 过 程 (X(t), t> 0) 存 
在 一 个 可 料 的 版 本 . 
证 明 ”由 随机 连续 性 知 存在 一 个 分 划 O = tmo < imi Xo X tmnm) =T, E 
得 对 t € (ber im esa] 


P(X (tmz) — X(t)lp > 277) <27, k=0,1,.,n(m)—1. 
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定义 
n(m)—1 


Xm(w,t) = 149 (0)X (w, 0) + JO Least al (0) Xw, tmk), 
k=0 


Ju] Xm 是 可 料 的 , 记 4 ATE Xm(w,t) WOK (w,t) € Q x [0 T] 物 成 的 集合 则 
A 是 一 个 可 料 集 , 并 且 过 程 


X(w,t) =1a(w,t) lim Xm(w,t) 


是 可 料 的 . 下 面 证明 X 是 XxX 的 一 个 版 本 . 由 Borel-Cantelli 引 理 , 对 任意 固定 的 
t e (0, T], 存在 一 个 全 测 集 Q e F 使 得 对 o € OQ, 存在 一 个 mo € N 满足 


IXm(w,t) - X (w, bls « 277", Vm 2 mo. 


因此 , (t) x Qi C A, 并 且 X(w,t) = X(w,t) 对 we 0; RO, 再 由 Fubini 定理 命题 
FHE. o 
定义 1.1.15 — 4k— 4k (E,€) 上 的 概率 测度 Pils, -) 为 转移 概率 , 如 果 
(1) 对 任意 的 z € E, Py(z,-) = ôs, 
(2) PEST CE Ft 20, BK ESOP TER ATM, 
(3) 测度 族 满足 Chapman-Kolmogorov 方程 


已 CT) 一 f P,(x,dy)Ps(y,T), Wti,s 20, W €E. 
E 
由 此 可 以 定义 作用 在 E 上 的 有 界 可 测 函 数 BLUE) 的 算 子 转移 半 群 为 
Piy(2) := f P(r,dy)p(y), «ek, t 20, oc BE). 
E 
转移 概率 和 转移 半 群 常用 (Pe) 表示 . 
定义 1.1.16 ” 称 一 个 E- 值 (万 )- 适应 的 过 程 X = (X(0,t 20) ARF (F) 
和 (P,) 是 Markov 的 , de XXE t,h 20 以 及 pc BLE), 
E(X (E+ h))A) = PaolX(t)), Peas. 


附注 1.1.5 一般 只 考虑 关于 滤 子 矿 二 ol(X(s),s <t) 是 否 是 Markov 的 . 


§1.2 Wiener 过 程 及 其 随机 积分 
这 一 节 介 绍 Wiener 过 程 及 其 随机 积分 , 内 容 取 自 于 文献 [4], [21] 和 [22] 等 . 


§1.2 Wiener 过程 及 其 随机 积分 .9. 


给 定 两 个 可 分 的 Hilbert 空间 (U, (,)u) 和 (五 ,(,)), W(t,t € [0,4 BU ERE 
穷 维 Wiener 过 程 , & 是 一 个 从 U 到 H 的 线性 算 子 但 不 一 定 有 界 , 下 面 定 义 随 机 
It6 积分 


f sw. vt € [0, t]. 
0 
81.2.1 无穷 维 Wiener Wiz 

LU) AU 上 的 所 有 有 界线 性 算 子 构成 的 集合 . 

ex 1.2.1 4 (U,B(U)) 上 的 概率 测度 1 为 高 斯 测度 , 如 果 对 任意 vE U, 有 
界线 性 映射 
v :U SR 
ur lu, vu 

的 分 布 是 高 斯 分 布 , 即 对 任意 VEU, AH m:= m(v) € R Fe o :— o(v) € 10,00) 48 
f$, 当 o(v) > 0 if, 

(uo (v!))(A) = p(w! € A) = 


当 o(v) =0 时 ， 


aa |e -E3 de, VA € B(R), 


2x Vano? 
po (W)! = Smo): 
3]38 1.2.1418 214 4. , x (U,B(U)) 上 的 一 个 概率 测度 ,k EN 满足 
| emolv(dz) «oo, vzeU, 
则 存在 常数 C = C(k,v) > 0, 使 得 对 任意 的 hi, EU 
fase snot) < Chal Ml 
特别 地 , ITAR k- 线性 形式 
UF 3 (hy, hk) > [insew e (hy, x)uv(dz) € R 


是 连续 的 . 
EX 1.2.2 RX Ye Q, F, P; H), 日 是 一 个 内 积 为 (.,*) 的 Hilbert 空间 ， 
分 别 定义 及 的 协 方差 算 子 和 (X,Y) 的 相关 算 子 如 下 


Cov(X) = E(X — E(X)) 9 (X — E(X)) 


Cov(X, Y) = E(X — E(X)) @ (Y — E(Y)). 
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附注 1.2.1 Cov(X) 是 一 个 对 称 、 正 定 的 Nuclear 算 子 , 由 简单 的 计算 知 
Tr Cov(X) = E(|X — E(X)|?). 


定理 1.2.37 —A# (U,B(U)) 上 的 测度 是 高 斯 测度 当 且 仅 当 
alu) := f euv) (dy) = em Qun, weU, 
U 


Xy mEU,QELU) 是 非 负 、 对 称 、 迹 有 限 的 有 界线 性 算 子 . 
进一步 地 , WHEE hg CU 


[ie hunlar) = (rm hho, 
[ero — (m, h)u)((z. g)u — (m, g)u)u(dz) = (Qh, g)v; 


/ lz — myn(az) = TrQ. 


附注 1.2.2 ip 3 N(m,Q) 其 中 mm 称 为 是 均值 或 者 期 望 ,@ 称 为 是 协 方 
EX. 由 定理 1.2.1 可 知 , 测度 几 由 mm de Q 唯一 决定 . 

下 面 的 命题 用 于 将 U- 值 的 高 斯 随机 变量 表示 成 实 值 的 高 斯 随机 变量 . 

命题 1.2.1 3 Q € L(U) 是 非 负 、 对 称 、 迹 有 限 的 有 界线 性 算 子 , 则 存在 一 
个 UU 中 的 正 交 基 ex, KEN, 使 得 


Qer = Akek, A ZO, KEN, 


并 且 0 是 序列 (Arjen 的 唯一 凝聚 点 . 
证 明 ”此 命题 由 Hilbert-Schmidt 定理 直接 可 得 . 口 
ME 1.2.2202 设 meU,QEL(UV) 是 非 负 、 对 称 、 迹 有 限 的 有 界线 性 
算 子 , ek,k EN 是 U 中 的 Q 的 特征 向 量 构成 的 正 交 基 ,， 对 应 的 特征 值 An, KENN 
以 递减 的 方式 排序 , 则 概率 空间 (Q, F, P) 上 的 U- 值 随机 变量 X 是 高 斯 型 的 , B 
JAA PoX + 二 N(m,Q@) 当 且 仅 当 
X= D VAkbker +m, 
kEN 
KP, Ge, KEN 是 独立 实 值 的 随机 变量 , ERR A > 0M KEN, Bk 的 分 布 
3 Po Bz! —N(0,1). 此 级 数 在 LQ, F, PU) P Ki. 
证 明 ”必要 性 . 假设 OX 是 一 个 均值 为 m、 协 方差 为 8 的 高 斯 随机 变量 .下 
Mid (,) := 《,)v. HF X= yx. ex)ex, 其 中 X, ex) 是 均值 为 (m, ex), 方差 为 Ak 
keN 
的 实 值 高 斯 随机 变量 . 对 使 得 入 0 RI KEN 定义 
(X, ex) — (m, ex) 


Bk = Ve , 
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其 他 情况 定义 B = 0, WA Po By’ = N(0,1), FHA X = YO Ve Beer +m. 由 于 


KEN 
Bey KEN 是 一 族 高 斯 分 布 , 为 证 明 独 立 性 , 只 需 检 验 对 du. 5, 
1 
E(B;8;) — VR —m,ei)(X —m,ej)) 


— 0. 


^i 
-A See VA; eee) 
由 于 空间 L2(0,F,P;U) 是 完备 的 , H 


n 2 n n 
E ( Y. Vere | = Y E(B) = 2 入 


k=m k=m 
对 充分 大 的 m Al n 可 任意 小 , 注意 到 V ^ A, =TrQ « oo, 因此 序列 AS VX VAkfkek, n € 


keN 


N 在 LQ, F, PU) 中 收敛 . 
充分 性 . 由 必要 性 的 证 明 可 知 , 序列 V ^ Vn Grex +m, n € N 在 空间 L2(Q, F, 


k=1 


P;U) 内 收敛 于 X := V^ Bikes +m. 下 面 固定 we U, 则 有 


keN 


» Vile + mu) = > Abs.) + (m, u) 
k=1 


k=1 
对 任意 n c N 都 是 正 态 分 布 , 并 且 此 序列 在 LQ, F, P) 内 收敛 . 这 表明 (X, u) 也 
是 正 态 分 布 的 , 其 期 望 为 


E((X,u))=E (= V/A (en, u) + (m, v) 


kEN 
= lim E (È zc) + (m, u) = (m, u). 
k=1 
协 方 差 为 
E(((X, u) ~ (m, u))((X, v) ~ (m, v))) 

— lim E a VAMP (ex; u) » Vi (er, ») 
k= 

223 Ax (ek, u) (ek, v - YQ u) (ek, v) 


keN keN 


= 3 es, Qu)(ex, v) — (Qu, v), 


keN 
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对 任意 u,v e U 成 立 . 因此 U- 值 随机 变量 X 是 高 斯 型 的 , 且 具 备 分 布 Pox t= 
© N(m,Q). 口 

FEE 1.2.1 i mcU,Qc L(U) 是 一 个 非 负 、 对 称 、 迹 有 限 的 有 界线 性 算 子 ， 
则 在 (U, B(U)) 上 存在 一 个 高 斯 测度 = N(m,Q). 

下 面 给 出 标准 Q-Wiener 过 程 的 定义 . 从 现在 起 , 固定 一 个 非 负 、 对 称 、 迹 有 限 
的 有 界线 性 算 子 Q ATER T. 

定义 1.2.3 ”一 个 定义 在 某 个 概率 空间 (NQ, F, P) 上 的 U- 值 随机 过 程 W(t), te 
[0, T] 称 为 是 一 个 (标准 ) Q-Wiener 过 程 , 如 果 

(1) W(0) = 0, 

(2) W 具有 几乎 处 处 的 连续 轨道 ， 

(3) W 的 增 量 是 独立 的 , 即 随机 变量 


W(t), W(t2) — W(t1),.…, W (tn) — W(tn-1) 


SHEE OS ty <.… Stn ET, NEN 都 是 独立 的 ， 
(4) 增 量具 备 高 斯 分 布 : 


Po(W(t)— W(s))'=N(0,(t~s)Q), 0<s<t<T. 


类 似 于 高 斯 测度 的 存在 性 证 明 , U- 值 Q-Wiener 过 程 的 存在 性 证 明 也 可 以 化 
简 到 实 值 情形 . 

命题 1.2.3 01502] te, k € N XU 的 一 族 正 交 基 , 由 Q 的 对 应 于 特征 
4h An k € N 的 特征 向 量 构成 , 则 一 个 U- 值 随机 过 程 WE), t € [0T] 是 一 个 
Q-Wiener 过 程 当 且 仅 当 

Wt) = $ vAxGk(t)es, t€ [0,7， 
kEN 

其 中 Be, ke (ne NI 和 > 0) 是 定义 在 菜 个 概率 空间 (N, F, P) 上 的 独立 实 值 布 
朗 运动 . 进一步 地 , 级 数 在 空间 LN, F, P CTU) 内 收 化 ,并 且 总 存在 一 个 
Pans. 的 连续 修正 . 特别 地 , 对 任意 非 负 、 对 称 、 迹 有 限 的 有 界线 性 算 子 Q, 在 在 一 
个 U 上 的 Q-Wiener 过 程 . 

证 明 ”必要 性 ， 设 W(D, t € [0,T) 是 一 个 U 上 的 Q-Wiene 过 程 ， 因 为 
Po W(t)? = N(0,tQ), 由 命题 1.2.2 的 证 明 可 以 看 到 


Wt) = 35 VAvBe (ex, te [0,7], 


kcN 
中 Ap > 0 RF, 
其 k > a. := (W(t), er) 
mu VAN 


§1.2 Wiener 过 程 及 其 随机 积分 . 13 . 


对 其 余 情 形 , 定义 Bk = 0. 进一步 地 , 对 任意 te [0,T], Po 8,1 (t) = N(0,t), KEN 
并 且 bkt), k e N 是 相互 独立 的 . 
为 证 明 ba(t), t € [0, T] 是 相互 独立 的 布 斋 运 动 , 注意 到 
BelO = = (W(), ex) 
WR 1 
B (t) — Br(s) = Th 
因此 Belt) WER k eN 是 P-a.s. 连续 的 , Po (Br(t) — B«(s)) = N(0,t —s) 对 
O<s<t<T Hr, URNERE CN, Bn 的 增 量 也 是 独立 的 .最 后 只 需 证 明 
f (t), t € (0, T] 是 相互 独立 的 即 可 , 证 明 过 程 留 给 读者 . 
充分 性 . 定义 


(W(t) — W (s), ek), 


W() = J Axfktes, te [0,7], 


. ken 
则 W(t), t € (0, T] YE L, F, PU) 内 有 定义 , BIE W(t) 的 起 始点 为 0, 由 命题 
1.2.2 可 知 其 分 布 为 


Po (W(t) ~W(s))"* = N(0, t- 8)Q), O<s<t<T. 


因此 , w (t) 的 增 量 是 相互 独立 的 . 最 后 只 需 证 明 上 面 的 序列 在 LO, F, P;C((0, T]; 
U)) 内 收敛 , 这 可 由 范 数 估计 结合 》 = TQ < oo 完成 证 明 . 口 
keN 

定义 1.2.4 (关于 滤 子 的 Q- Wiener TE) 称 Q-Wiener 142 W(t), t € [0, T] 
为 关于 滤 子 Fi, teo, t 的 Q-Wiener 过 程 , de X 

(1) W(t), t € [0,T] X F, t € (0, T] E t; 

(2) std OSs <t<T, W(t) -W(s) XT Fs 是 独立 的 ， 

命题 1.2.4. Wt), t € 0,4] 是 定义 在 概率 空间 (O,F,P) 上 的 U- 4& Q- 
Wiener 过 程 , 则 它 是 关于 某 个 正则 滤 子 Fi, te (0, T] 的 Q-Wiener 过 程 . 

证 了 明 ”定义 

N := {Ae FIP(A) =0}, Fp :=o(W(s)|s < t) FY :=0( FY UN). 


可 直接 验证 
Fro=(\Fe, te [0,7] 


s>t 
是 一 个 正则 滤 子 并 且 满 足 命题 所 求 . |. B 
$1.2.2 Banach = (a) RRR 
定义 1.2.5 A M(t), t 2 0 是 某 个 概率 空间 (O,F,P) 上 的 随机 过 程 , 取 值 在 


某 个 可 分 的 Banach 空间 BA, HA, t > 0 是 (0,F,P) 上 的 滤 子 . HHA M 是 
Fi- HR, 如 果 

(1) E(|M (8|) < oo SHEE t 2 0 成 立 ; 

(2) 对 任意 上 2 0, M(t) 是 Fe 可 测 的 ; 

(3) HERB 0 < s <t < o0, E(M(t)|7Z;) = M(s), P-a.s.. 

Banach 室 间 中 的 款 与 经 典 概率 论 中 的 实 值 下 款 有 下 面 的 联系 . 

WH 1.2.5 M(t), t2 0 —^- B- 1h Fr S, p € (1,00), A MOP, t> 
0 是 一 个 实 值 万 - FR. 

证 明 ”因为 B 是 可 分 的 , 于 是 存在 一 列 泛 函 i: € B", k € N, 使 得 liell = 
supl,(z) 对 任意 z € B 成 立 . 则 当 s c t Bj, 


E(|| Mall | F.) >sup E(lx (Mi) Fs) 
=sup I (E(M:|Fs)) = sup lk (M;) = || Ms). 
此 即 对 p = 1 的 情形 证 明了 命题 . 对 p c [Leco) 的 情形 可 以 应 用 Jensen PER 
证 明 ， 口 


定理 1.2.2 ( 极 大 不 等 式 ) B p > 1,B 是 一 个 可 分 的 Banach 空间 ， 设 
M(t), t € [0,T] 是 一 个 右 连续 的 B- 值 Fi- 3, 则 


(E( sup, cent?) )” < zT sue EIMON) = 了 (MD 人) 
证 明 ”此 不 等 式 的 证 明 只 需 应 用 上 一 个 命题 并 结合 实 值 下 抽 的 Doob 极 大 不 
等 式 即 可 . 口 
附注 1.2.3 此 定理 的 结论 表明 对 于 右 连 续 的 B- 值 Fr $, PQ, F, P; 
C(o, T]; B)) 范 数 和 C(O, T]; L^(Q, F, P; E)) 范 数 是 等 价 的 ， 
下 面 固定 0<T <0 Hid M2.(B) 为 所 有 的 B- 值 连续 平方 可 积 台 M(t), te 
(o, T 构成 的 空间 . 这 一 空间 将 在 定义 随机 积分 时 发 挥 重要 作用 . 
命题 1.2.6 BEA M2(B) RAE 


(EMEN)? = (EMN) 


1 
Mm := sup 7 
telo T] 


< (B( sup MO 门 ) «2- (EMDI), 


则 AM2.(B) 是 一 个 Banach 空间 . 
证 明 ”由 Riesz-Fischer 定理 , 空间 L7(Q, F, P; C([0, T]; B)) 是 完备 的 . 因此 只 
需 证 明 M2, 是 闭 的 . 这 是 显然 的 , AARE LO, F, P; B) 空间 中 是 闭 的 . 口 
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命题 1.2.7 iE T 0, W(t), t € (0, T] 是 一 个 定义 在 某 个 概率 空间 (0, F, P) 
上 的 B- 值 的 关于 某 个 正则 滤 子 五 ,te (0, T] 的 Q-Wiener 过 程 , 则 W(t), t € [0,7] 
是 一 个 连续 平方 可 积 Fy Be, BP W € M2.(B). 

证 明 ”由 Wiener 过 程 的 定义 , 连续 性 是 显然 的 , 而 且 对 任意 的 上 te [0, T], 计 
算 可 得 EQW()I/S) = t TrQ < oc. 

W(t) 是 蒜 可 以 直接 证 明 , VEO c a <t<T, 


E(W (1)|F.) =E(W(s) + W(t) — W (8)|Fa) 
=E(W/(s)|F.) + E(W(t) - W(s)) 
=W(s), 


因为 W(t) -W(s) 关于 Fe 是 独立 的 . 口 
81.2.3 ”随机 积分 的 定义 


本 小 节 构 造 随机 积分 的 过 程 分 四 步 : 

下 面 固定 正 实数 荆 和 概率 空间 (0, F, P), 定义 Or := [0, T] x0 M Pr := dz P, 
其 中 da 是 Lebesgue WE. Ub Q c LU) 是 对 称 、 非 负 、 迹 有 限 的 , 考虑 关于 某 个 
EMET F, te [0,7] 的 Q-Wiener 过 程 W(t), t € [0, T]. 

FEM 1.2.6 WELE (N, F, P, (Fa) Es L= L(U, H)- 值 过 程 (t), t € [0, T] 
是 基本 的 , 如 果 存 在 0 二 to <.… <te=T, KEN 使 得 


k-1 
&() = Y nl 由，tE (0,7), - 


m=0 
其 中 
(1)9,:0 > LU, H), 0<m<k-1XF L(U, H) 上 的 强 Borel o- 代数 是 
Fin TAS, 
(2) Om, 1<m<k-1 R L(U, H) 中 的 有 限 个 值 . 
第 一 步 : 首先 考虑 对 L(U, H)- 值 基本 过 程 类 E 中 的 元 素 9 € 5, 定义 积分 映 
Ht Int: 


k—i 
Bio [ $(s)dW(s) := »» QW (sui At) —W(ts ^t) tef, T], 
0 m=0 
BUR © c = 可 以 有 多 种 表示 形式 ,读者 可 以 验证 这 个 定义 与 © e 8 的 具体 形式 
无 关 . , 
命题 1.2.87 DEE, 则 随机 积分 f B(s)dW (s), t € [0,T] 是 一 个 关 
0 
FHF Fi, te [0,T] 的 连续 平方 可 积 款 ， 即 


Int: € > MẸ. 


证 明 doccHRBEAX 
D(t) = 9.16, tmpt) tE, T], 


则 由 Wiener 过 程 的 连续 性 和 算 子 94,(50):U >H, O&m«k-1,weQ 的 连续 
性 知 
k—1 
tes [ &(s)dW (s) := V. Gs (Wai At) -Whim ^t). te [0,7] 


m=0 


是 几乎 处 处 连续 的 . 而 且 


llis (W (tm41 At) — W(tm AEDI < Emlzco zn lW (mai At) 7 W(t At))lo. 


由 于 WO, t € Jo T] 是 平方 可 积 的 , 所 以 对 任意 + (07 / “G(s)aW(s) WEE 
方 可 积 的 . 

HT TEPER 0 < s <t <T 和 某 个 Fs 中 的 集合 A X {Bm(w)1w Ee 
Q) := (LT, --- LE}, 则 由 Wiener te RUBE RM 


J Y &, (V (ba At) — W (tm ^ 2))àP 
m=0 
- E / Drm (W (tm41 ^ 8) — W (tm ^ $))dP 
O<m<k-ltmai<s’4 
km 
+ »» f LT (W (tma1 At) — W (tm At))dP 
O<mek—1,8Xtm4r j71 7 A (9m L7) 


- 5 f Dm (W (ii ^ 5) — W (tm ^ 8))AP 
Ocm&k-1,tm41«s" ^ 
km 


+ Scum J (Wisi At) — W (tm At))AP 
m» j=l 7 JAn(es-Lp) 
= 5 / @,,(W (Ei ^ 8) — W (tm ^ s))dP 
0&msk-1,tu41«s" 4 
(W(tm4i As) — W(t ^ s))dP 
> 5E Xs Joania tm 


OX m&k-1,s5&tm41 j=1 
k—1 


= | Y us W (tm41 A 5) — W (tm ^ 8))AP. 口 
A Th 
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第 二 步 : 证 明 空间 上 存在 某 个 范 数 , 使 得 
Int : E — MẸ 


是 一 个 同 构 . 下 面 的 命题 涉及 Hibert-Schmidt 算 子 的 定义 和 性 质 , 参阅 81.5. 
直接 计算 ， 
n $(s)dW(s), te€ [0,T] 
0 
的 M2- 范 数 , WA 


k-1 


fH 1.2.94 #2 — V 9,10, tmp] 是 一 个 LU, H)- 值 基本 过 程 , 则 
m=0 


d sowo] a P ( f lm) oQ? fias) =: |l. 


HEBDO Am = Wtm4i) —W(tm), WU 


[rowo] (| &(s)dW (s) J- e (| snan ) 
-( 5 (EmA DE «( » (nm Bee . 
OxXm«e«nszk-—1l 
断言 1: 


k-1l | k—1 . 
E (Y jonan) = 》 (tm — tm)E (lan o Q3.) 
m=0 m=0 


T 
- f E(j&(s) o Q32;)ds. 


选取 空间 H 的 某 组 正 交 基 fr, k CN, 则 由 Parseval 等 式 和 Levi 单调 收敛 定 
理 知 
E(||®mAmll3z) = 》 E(G Am; foi) = > E(E(Am, On ft | Fem): 


LEN IEN 
选取 空间 U 的 某 组 正 交 基 ex k e N, WA 
$5. fi = M (fis Omen) Her 
keN 


因为 (fi, Dnea)a 是 Fen- 可 测 的 , 所 以 由 命题 1.1.1 知 67, f; E Fin- 可 测 的 . 再 由 
于 o(Am) 关于 五 。 是 独立 的 ， 对 P-ae. wE l A 
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E((Am, D SOZ | Fw) = (tm41 ~ tm)(Q(®%,(w) fr), 95, (9) fiv, 
这 是 因为 E((Am,u)?,) = (tmy im) (Qu, uu, V u € U. 最 后 由 Q? 的 对 称 性 可 以 
证 明 断 言 
E(||\PmAmllz) = > E(E(Am, 97, f) | Fem)) 
IEN 


=(tm+1 — tm) 5 E((Q(97, fi), 97, fv) 


leN 


= (ba — tm) Y EQ? 97, fill) 


lcN 
= (tm+1 — tm)E (Il o Q3* I2 0)) 
= (tmi — tm)E (ll o Q? laum) 
- f 7" R(E) o QH2.)ds. 
断言 2: 
E((®mAm;PnAn)H) 20, O<m<n<k-l. 
这 个 可 以 类 似 断 言 1 证 明 : 
E((P, Am, Bn, An)H) -E(E((95 S, An, An)u | Fin) 
- J E((B% (w) Bn (io) Am (w), An)v)P(dw) = 0, 
由 于 E((u, A4)u) 20, Vu € U, 因而 命题 得 证 . 口 
因此 
Int : (El ir) > (M3, I lag) 


是 一 个 同 构 变换 , 所 以 可 以 将 Int 唯一 地 拓展 到 E 关于 | jz 的 完备 化 E. 
第 三 步 : 给 出 S 的 一 个 显 式 表示 . 
引入 子 空间 Uo := Q3 (U), 并 定义 其 上 的 内 积 为 


(uo, vo)o := (Q^ 5 uo, Q^ $vo)v, 


其 中 uo, vo € Uo, 24 Q TAR, Q^ * Æ Q3 的 伪 逆 . 

下 面 的 命题 可 以 借助 泛 函 知识 证 明 : 

命题 1.2.10 (1) (Uo, (o) 是 一 个 可 分 的 Hilbert. 空间 . 

(2) W ge, k EN 是 空间 (Ker Q)- 的 一 组 正 交 基 , 则 Qai, k € N 是 (Uo. (0) 
的 一 组 正 交 基 . 


§1.2 Wiener 过 程 及 其 随机 积分 .19. 


可 分 Hilbert 室 间 Lo(Uo, H) 以 后 记 为 L9. 由 上 一 命题 知 , 对 任意 e L9, 
I.L]zo = |L o Ql ;,. 


定义 LU, H)o := (T|u | T € L(U, H)), JU L(U, H)o C L9. 进一步 地 , DEE 
的 .lz 范 数 可 以 改写 成 


T à T à 
(llr = (= ( I ie) «odas - (s ( [ Veit?) ) | 


3|38 1.2.2 L9 空间 存在 一 组 完全 由 L(U,H)o 的 元 素 构成 的 正 交 基 ， 即 
L(U,H)o X L9 HARIA. 

证 明 ”因为 Q 是 对 称 的 、 非 负 的 , H. Tr Q < oo, WH U 的 一 组 正 交 
基 ex, k € N, 使 得 Qe, = Arek, Ak > 0, k € N. 进一步 地 , 当 Ak > 0 时 ， 
Qer = VAxex, k EN 是 空间 Uo 的 一 组 正 交 基 . 

Xf, KON 是 空间 H 的 一 组 正 交 基 , 易 知 


A- AC 1 . 
HEC) Akex = fil AkÉk; *) Uo = —= fj (ek, YU, j,k €N, Ak > 0 


Ve 
是 L(U, H) PRETI, 它们 构成 了 一 组 L2 的 正 交 基 . 显然, 集合 span( { 75; 8 
ek |j; KEN, àk > ob) 的 闭 包 是 L. 口 


下 面 需 要 考虑 可 料 o- 代数 : 


Pr:=o({(s,t] x F| O«s«t«T, Fy € Fs} U {{0} x Fo | Fo € Fo}) 
—g(Y:QOp—5R|Y 是 左 连续 的 , 关于 FA, te [0,7] 是 适应 的 ). 

命题 1.2.11[223,[23] Oo X —AM L- 值 的 可 料 过 程 , B. Blr < œ, 则 存在 一 

个 L(U, Hjo- 值 的 基本 过 程 列 Pn, NEN, 满足 
| m $, T — 0, 

43 n= 00 时 . 

证 明 “第 一 步 : HO 是 一 个 LO- 值 的 可 料 过 程 且 2r < oo. 因为 LS 是 一 
个 Hilbert 空间 , 由 引 理 1.1.1 和 Lebesgue 控制 收敛 定理 知 , 存在 一 个 简单 随机 变 


Mn 
量 列 on = 》 L214r， AR E€ Pr 及 LẸ € Lj, ne NN, 使 得 
k=1 


||$ — nlir 一 0, 


ae 


324 n oo 时 . 

因此 只 需 对 o6 = L14 的 情形 , 其 中 Le L9 及 A € Pr, 证 明 命 题 . 

第 二 步 : 设 A e€ Pr 及 Le L, 则 由 引 理 1.2.2 知 , 存在 一 个 L(U, Hjo 中 的 序 
列 Ln, n € N, 使 得 

Lla 一 Lnlallr — 0, 

当 n 一 oo 时. 

RUA © = Lla, Le L(U, H)o RAE Pr 的 情形 证 明 命 题 . 

第 三 步 : XE 6 = La, LE L(U, H)o H. A € Pr, 试图 证 明 存 在 一 个 L(U, H)o- 
值 的 基本 过 程 列 04, n CN, 使 得 

|Z14 — nlir 一 0， 
为 此 只 需 证 明 对 任意 © > 0, 存在 一 个 有 限 并 A= U An 其 中 
n=l 
An € {(5,t] x Fe |0 <8 <t<T, F, € Fs} U {{0} x Fo | Foe Fo} =: A 

是 两 两 不 交 的 可 料 和 矩形 , 使 得 


Pr((A\A)U (A\A)) <e. 


N " 
由 此 ， 5 Da., 与 一 个 基本 过 程 至 多 相差 一 个 函数 149) o. Fo € Fo, 而 110} x 5, 
n=1 
的 1 .1lz- 范 数 为 0, B. 


N 2 
Lia- >> Lla, 


n=1 


-eff 


K := [U^ |I BARE, A €A, ie 路 
icr 
4 g 是 由 所 有 可 以 被 KC 中 元 素 近似 的 A e Pr 构成 的 集 族 , 则 是 一 个 代数 , 且 任 
意 中 的 元 素 可 以 表示 成 4 中 有 限 个 元 素 的 无 交 并 . 进一步 地 , 9 是 一 个 Dynkin 
A, Aba CG 知 , Pr =o(K) = DK) CG. 口 
为 简单 起 见 , 用 NL (0, T) 或 人 多 表示 NG (0, T5 H). 
定理 1.2.3 ”存在 豆 的 一 个 明确 表示 , 即 为 


N$,(0,T; H) - (6 : T] x2 > L3 | & ATH, 且 | 和 7 < co} 


N 
L (14-351) 
n=1 


2 
as) < ell Zo. 


T L9 


最 后 定义 


= L?([0, T] x 2, Pr, dt & P; L2). 
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.91. 
证 明 ”因为 L(U,H)o C L9, 且 由 构造 知 任意 9 € E 是 LS 值 可 料 过 程 ， 
所 以 有 = c N33,， 再 由 上 面 的 引 理 和 命题 知 , E 2 N38,， 因 此 仅 需 证 明 N, | 
ZL2(Q7, Pr, Pr; L2) 是 完备 的 , 这 可 以 由 L9 的 完备 性 推 得 . 口 
第 四 步 : 最 后 通过 所 谓 的 局 部 化 过 程 将 随机 积分 的 定义 推广 到 线性 空间 
Nw (0, T; H) 


-fo : 0, T] x € — L2 | 是 可 料 的 且 P Vi I (s)lizods « =) = i} . 
0 
为 简单 起 见 也 用 Nw (0, T) 或 Nw 表示 Nw (0,75 H). Nw WAZ (0, T] 上 的 随机 
”可 积 过 程 类 . 
Tn := inf t € [0, 77] n || (s) Zods > n} AT, 
则 由 Fa tejo, T] 的 右 连续 性 知 


因此 m, ne N 是 关于 万 , ie [0,7] 的 递增 停 时 序列 , 满足 
T 
E (/ oral HIE) <n « oo. 
0 


进一步 地 , SERE 10.2(8)®, n € N 是 LS 可 料 的 . 这 是 因为 Lorn) 是 五 - 适应 的 左 
连续 过 程 , 或 者 考虑 


{(s,w) € Ar |0<s S Tn(w)} = ({(s,w) € Or | Taw) < s TU (0) x Q)° 


= (Ut rix {ra «put x 2) € Pr. 


qEQ 


因此 随机 积分 


] omw), te oT 
0 
对 任意 ne N 是 适 定 的 . 对 任意 te [0,7], € 


t t 
/ B(s)dW (s) = 1(o,,1 (5) (5)aW (8), 
0 0 
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其 中 ”是 任意 一 个 使 得 m > t 的 自然 数 (其 实 对 P-a.s. we 0, 存在 n(w)eN 使 
F mlw) =T, 4n 2 nw) BT). 

下 面 证 明 该 定义 是 协调 的 , 即 对 任意 自然 数 m <n 和 te [0, T], 证 明 在 (0 > 
t1 C{m 2 t) E 


[ 1(0,7,] (8) ®(s)dW (s) = [ lio," (3) 2(s)dW(s), P-as., 
这 可 以 由 下 面 的 引 理 推 得 , 该 引 理 的 结果 还 表明 过 程 上 OAW = f to) 
®(s)dW(s) 是 一 个 连续 H- (ABBR. 
引 理 1.2.30 R DENG, Tr 是 一 个 Fe 停 时 , 满足 P(r <T)=1, 则 
n “L@.ni(8)®(s)aW (8) = Int(10,,,49)(t) = Int(8)(r ^ t) 


-三 Q(s)dW(s), P-a.s., 
0 


对 任意 te [0,7] 成 立 . 
因此 , IER BRK m < n, 在 {tm 2 t} C {m 2 t} -E 


t Tm ^t 
J 1e) aw) = vom(s) oa) 
0 0 
= [ 10910 (G9 G)W() 


- f Lio,ra)(8)®(s)dW(s), P-as., 
其 中 第 二 个 等 号 成 立 是 由 引 理 1.2.3 推 得 . 
最 后 , 证 明 随机 积分 的 定义 并 不 依赖 于 停 时 nu, n 6 N 的 选择 . 如 果 on, NEN 
是 另 一 个 停 时 序列 , 满足 当 n 00 时 , o, 1 T, 且 对 任意 n € N, 105,9 € Nw, 
则 有 , 
n $(s)dW(s) — lim J 1(0,0n](8)P(s)dW(s), P-a.s., V tE [0, T]. 
0 noo 7g 
事实 上 , 4 te [0 T], WERE {rm >t} 上 
n e(saw (s) | 1(0,7,) (s) (s)dW (s) 
0 0 


tAon 
= lim f 1(0,^,](5) 9 (s) aW (s) 
n— oo Q 
t^Tm 


= lim 1(0,0nj (s) P (s)dW (s) 


n- 


0 

t 
— lim n 1,5, (5) (S)dW(s), P-as. 
noo 0 
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81.2.4 dfi Wiener 过 程 的 随机 积 


Qe LU) 是 非 负 正定 的 对 称 算 子 . 上 文 提 到 当 Q 的 迹 是 有 限时 , Q-Wiener 

有 如 下 的 表示 : 
W(t) = M5 VarGe(tler = M Be(Héx, te [0,7], 
kc N ke N 

其 中 ép, ke N HE Q2(U) = U 的 一 组 正 交 基 , Gr, k e N 是 一 族 独 立 的 实 值 布朗 
运动 . 如 果 Q 的 迹 是 无 限 的 , 则 这 个 序列 不 再 收敛 . 然而 可 以 借助 另 一 个 “任意 ” 
的 空间 来 克服 这 一 问题 , 从 而 引入 柱 面 Wiener 过 程 . 

bU, 是 一 个 Hilbert 空间 , 满足 : U XEBEBUERA A U, 并 且 Uo RAB U 是 
Hilbert-Schmidt 的 , 即 存在 一 个 Hilbert-Schmidt HRA 


J: (Uo, (,)0) > (U1, (; )1). . 
其 实 , 这 样 的 (Oi, (,)1) 和 J 总 是 存在 的 . 不 妨 选 取 U := U WR ak € (0, +00), k € 
N, 满足 >》 oi < 00. 定义 I: Uo > U 如 下 


k=1 


J(u) := X arlu, ék)o€&, WE Uo, 
k=1 
WW J 是 一 一 的 Hilbert-Schmidt BRA. 
下 面 的 命题 构造 了 U (ET Q-Wiener 过 程 . 
命题 1.2.120M,P2P3 设 配 ,RE 玉 是 U0= QU) 的 一 组 正 交 基 , Bk ke N 
是 一 族 独立 的 实 值 布 朗 运动 . 定义 Qi := JJ*, REL Qi € L(Ui) 是 非 负 、 正 定 、 迹 有 
限 的 对 称 算 子 并 且 序 列 


Wit) = 》 Be(t)Jér, te [0,7] (1.2.1) 
k=1 

在 MAUI) Fuca, HHA U 上 的 Qi-Wiener 过 程 . 进一步 地 ， Q? (U1) = J(Uo). 

并 对 任意 uo € Uo 


1 
— 一 2 一 
lluollo = IIQ1 ? Juoll: vol c. 


Be 了 :Uo 一 QU) 是 一 个 同 构 映射 - 
证 明 ”定义 94 := o( U et&j(s)ls < D); 则 显然 


jEN 


Walt) := M AAIE), te [0,7] 


ji 
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是 一 个 关于 Gi, t € [0,7] 的 连续 Ui- AR. 而 且 , 有 
2 


2 
<4 sup E 
i te(0,7] i 


-4TY) ZEIT, m2n2 1. 


jan 


>》 GOIE) 


jen 


E ( sup DOI (&;) 


FRA Iau) = DoE? < oo, 因此 Walt), te (0, T] 在 空间 MIU) 中 
jeN 
Wear, 其 极限 W(t), t € fo, T] 是 几乎 处 处 连续 的 . 
下 面 证 明 Po (W(t) -W(s)- = N(O,(t-s)JJ*). BRE, BM (W) 一 
W(s),u1)1 IER OSs <t<T 和 wi c U 是 正 态 的 , FFA 
E(W(t) 一 W(s),t1)1 = 0, 


E((W(t) — W(s),u)1(W(t) ~ W (s), v01)1) 
= S (t- s) u1)1 (Jee, v1)1 
keN 
—(t— s) 》 (Ex， J*u1)o(éx, J*v1)o 
kcN 
— (t — s)(J*ui, J'vi)o = (t — S)(JJ'ui, vii. 
因此 只 要 再 证 明 wt), t e [0,T] 的 增 量 是 独立 的 , 则 W(t) 就 是 一 个 在 U 中 
的 Qy-Wiener 过 程 . 而 增 量 的 独立 性 仿照 命题 1.2.3 证 明 即 可 . 余下 部 分 留 给 读者 
完成 . 口 
由 命题 1.2.12 知 Q2 (U1) = J(Uo), FFA 
(Jus, Ju) 53g, = (@i Tuo Qi * Jvo)s = (uos oo 
对 任意 uo, vo € Uo 成 立 (平行 四 边 形 法 则 ). 特别 地 , Jen, k c N 是 Q? (U1) 的 一 组 
正 交 基 . 因此 由 


lef = 2, (Bex, Ber) 
keN 
7 PM -irt Jug 
=J (Bo (Fe), Bo 06) = WOOT WN oae an 


kEN 


知 
$ € LÌ = La(Q? (U), E) & $oJ^ € Lz(Qi (U1), H). 
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下 面 对 随机 可 积 过 程 类 
Nw = fa : [0,7] x Q — £9 | 6 BATA, P (f Ie (s)lzads < =) = i} 
0 
定义 关于 Q-Wiener 过 程 的 随机 积分 , 即使 9 的 迹 是 无 限 的 . 事实 上 只 需 定义 
[ $(s)dW(s) := [ $(s)oJ-'dW(s) te([0,T], (1.2.2) 
0 0 
等 式 的 右边 是 合理 的 , 因为 (s) o J- 属于 随机 可 积 过 程 类 


Ny = là :or — LQ? (th), H) | & BATRA, 


T 
P $(s)I? d <o) = i}, 
. (/ DA wom” 


并 且 W 是 一 个 Q1-Wiener 过 程 , Qi 的 迹 是 有 限 的 . 

最 后 强调 (1.2.2) 定义 的 随机 积分 并 不 依赖 于 (U1, ()1) 和 J 的 选择 . 这 可 以 由 
柱 面 Wiener 过 程 的 构造 知 , 因为 由 (1.2.1) 知 , (1.2.2) 的 定义 对 基本 过 程 而 言 并 不 
依赖 于 J 的 选择 . 

附注 1.2.4 5 Q € L(U) 是 非 负 、 迹 有 限 的 对 称 算 子 时 , 标准 Q-Wiener 过 
程 也 是 一 个 柱 面 Q-Wiener 过 程 . $R, A J=: U >U, I ARARAT. 
在 这 种 情形 下 , (1.2.2) 的 两 边 恰恰 相同 , 即 此 时 随机 积分 的 定义 得 到 统一 . 
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id Ly(E) 为 互 上 的 所 有 Nuclear 算 子 构成 的 空间 , 其 上 装配 Nuclear 范 数 . 则 
Lı = Lí(E) 是 一 个 可 分 Banach 空间 ， 

一 个 L- 值 的 过 程 VC) 称 为 是 递增 的 , 如 果 算 子 V (0), t € (0, T] 是 非 负 的 并 
AM0<t<s<T HM, V(t) «V(s. 一 个 L 值 的 满足 V(0) = 0 的 连续 、 适 应 、 递 
增 过 程 V RAER MC) 的 二 次 变 差 过 程 当 且 仅 当 对 任意 a, be E, SURE 


(M(t),a) (M(t),b) — (V(t)a,b, te [0,7] 
是 一 个 Fe BR, 即 等 价 地 要 求 
M(t)@M(t)-V(t), t€ [0,7] 


是 一 个 F- $. 由 下 面 的 命题 知 , VC) eR MC) 唯一 决定 , Wed (M(t)). te 
[0, T]. 
附注 1.2.5 二 次 变 差 过 程 也 称 为 角 括号 过 程 . 


命题 1.2.34] ë Me MZ(E) 恰 有 一 个 二 次 变 差 过 程 . 

定义 1.2.7 (AWR) ”一 个 B- 值 过 程 (X(t), € 2 0) 称 为 是 关于 滤 子 (F) 的 
B- 值 局 部 蒜 ， 或 局 部 款 ， 如 果 它 是 (万 )- EHH, 并 且 存 在 一 列 关 于 (Fe) 的 停 时 
Tn 1 oo, 使 得 过 程 X77 (0) :9 X(tAm), £20 AR. 


t 
定理 1.2.44 — i 6 € MZ (0,T;H), 则 随机 积分 | $(s)dW(s) 是 一 个 连续 
0 
PAT RR, 其 二 次 变 差 过 程 为 


(Cf eerawisy) = f Qais, 


Qa(s) = (®(s)Q?)(@(s)Q?)*, ste [0,7]. 
de X & € Nw (0, T; H), W n &(s)dW(s) -AA RR. 


下 面 的 命题 在 计算 中 经 常用 到 ， 
命题 1.2.14) — 3 4i, 2 € NS (0, T5 H), RI 


sf &;(s)dW (s) . x| fa i(s)dW(s) 


进一步 地 ， (f - alsa s) ) $948 X XT WW TF RA: 


其 中 


t € [0, T]; i= 1,2. 


V(t,s)=E [ (84)93)(9x(r)9 ar. (1.2.3) 


相关 算 子 的 定义 同 定义 1.2.2. 

证 明 ”注意 到 (G2(r)Q2) 和 (@1(r)Q?2)*, r € [, T] 是 DX(U, H) 和 L2(H,UY- 
值 的 过 程 ， 因 此 过 程 (3(r)93)(4i(r)Q3)", r € [0,T1 是 一 个 L(A, H)- 值 过 程 
并 且 

(82(7)93)(8:(7)Q3)*lz, ar. 
«|(2(7)93)1 wan (i(0)95)*lnaso r E (0, T). 


再 由 Cauchy-Schwarz PER, 
T 
E f KERDE numar < oo (1.2.4) 
0 


所 以 (1.2.3) 是 Li(H, H)- 值 的 Bochner 积分 . 
下 面 考虑 o. 和 o, 是 基本 过 程 的 情形 , 即 存 在 0=t <… < 村 =T,keN, 
使 得 
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Git) = M Sula, sut tel0T], 


m-—Ü 
其 中 Pim (—1,2;m = 0,… , k-1) 是 Fin 可 测 的 , RR LU, H) 中 的 有 限 值 , 则 
对 任意 a, be H, 


E ( f ‘ 8,()aW(r),2) ( n " &y(r)dW'(r), b) 


= V E(Bim(W(tmti ^t) — W (tm ^£) a) 92 (W (tm+1 ^ 8) — W (tm ^ 8)), b) 


= 》 E(bim(W (tm+1 At As) — W (tm AtA 8)), a) 
m=0 
X {Bam (W (E41 At A 8) — W (tm At ^s)),b) 
k—1 

= = ( iml AtNs—tm ^tE^s)(QOI, a, 05, b) 


m=0 
i^ 
- (s [æg dro,b) 
因此 命题 对 基本 过 程 成 立 . 一般 情形 的 证 明 可 以 由 (1.2.4) 和 逼近 方法 得 到 ， O 
由 相关 算 子 的 定义 可 得 
推论 1.2.2 在 上 一 命题 的 假设 下 , 有 
s(/ 可 da, [al (awe) = ef Tr [(2(r)Q2)(#1(r)Q?)*Idr. 
证 明 
ef "Tr [(@2(7)Q#)(@1(r)Q4) "er 
-E E Y ((92()9*)(9:0)93)'e;, ejr 


=) E (f aaa ) vi 3(r)AW (res) 
- ( f  &(r)dW(r), f ° ad ) 口 
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附注 1.2.6 。 如 果 9, de ð: X L= L(U, H)- 值 的 , 则 推论 中 的 公式 可 以 改 
写成 


E ( f * Bi (MAW (r), f aya) -E f ^" m ls(r)Q (r)"]r. 


MEE 1.2.1503 3 o Jt —A« L9- 值 的 随机 可 积 过 程 ，( 吾 ,| a) 是 另 一 
个 可 分 Hilbert ZH, L € L(H, HA), mat L(9(t)), t € (0,T] 属于 Mw(0,T; H) 
AA 


T T 
L ( n D) - n L(5(t)dW(, P-as. 
证 明 ”因为 o 是 随机 可 积 的 且 
[ACID wot < lear li lrg, 


易 见 L(B(t)), t€ [0, T]  Le(Uo, H)- 可 料 的 且 有 


T 
P ( [ OMI wp < = -1 
下 面 只 考虑 © 是 一 个 基本 过 程 的 情形 , 一 般 过 程 情形 可 利用 逗 近 方法 得 到 , 令 


k-1 
e(t) = 》 Oslo au. te (0,7), 
m=0 
EH O = to ct «ext T, Öm: Q> LU, H) Æ Fen 可 测 的 且 |Pn(Q)| < oo 
X O< m< k RY, 则 


T k—1 
L ( n aw) =L (= S, V (ai) — ws») 
0 


m=0 
k-1 


= S^ Lm (W (tims) — W (tm))) = f L@W)aw). o 


m=0 
Xo [0,7] 上 的 L9- 值 随机 可 积 过 程 , 6 是 一 个 H- 值 可 料 过 程 , 在 [0,7] 上 
P-a.s. Bochner 可 积 , X(0) 是 一 个 Fo- 可 测 的 H- 值 随机 变量 , 则 下 面 的 过 程 


t t 
X(t) = X(0) + f ó(s)ds + f &(s)dW(s), te (0,71, 


定义 是 适 定 的 . 设 函数 F :(0,T) x H — RH 及 其 偏 导数 F, Fo, Fer, 在 [0,T] x H 
的 任意 有 界 子 集 上 总 是 一 致 连续 的 . 
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定理 1.2.54 (ts AR) ”在 上 面条 件 下 , Pas. 对 任意 te [0, T] 成 立 
t 
F(t, X(t))=F(0, X(0)) + n (F, (s, X (s)), 9(s)dW (s)) 
«f Le xo) + (Fs (s, X(8)), (5) 
451 [os (o X() (9) 5)93 7] ds 


证 明 “考虑 到 Bochner 积分 和 随机 积分 的 构造 理论 , 只 需 证 明定 理 对 常 值 过 
fà o(s) = do 和 B(s) = Bo, s € [0,T] 成 立即 可 , 即 考虑 


X(t) = X(0) + to + BoW (t). (1.2.5) 


设 to=0 <t <---<h =t 是 固定 时 间 区 间 (0, t] Cc (0, T] 的 一 个 分 割 ， 则 由 
泰勒 公式 存在 (随机 的 ) O00, 001, - 6001610, 9115+ * ,01(4-1) € [0, 1], 使 得 


F(t, X(t)) — F(0, X(0)) 


k~1 
Ass XU) 一 F(t;, X (tj41))] + YU (tj, X (tj+1) )- F(t;, X(t5))] 


J 二 


k~1 
(Fi (tj, X (tj-41)), Aty) + Y 6t X(t), AX;) 
i0 j-0 


we. 


k—1 
1 
+3 2 (Fas (tj, Xj) -AX;, AX;) 
j=0 
k—1 

(5, X (tj41)), At; )+ Yours xt )), AX;) 


t. 


1 
+5 Sr X (tj) AX; AX) 
k— 
+ "Us, X (t) — Fy (tj, X (tj-41)), At5) 
j29 
QE . 
j=0 
zd aad ac s, 


其 中 
typi —ty = At, X(tj41) - Xt) = AX, 
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tj + Ooj(tj41 =t) = bj, Xt) + (X (b) — X (65) = X;. 
考虑 到 (1.2.5), LAA tp = 0 <t <- < 大 <t 越 来 越 精细 , WA 


t 
n^[ Fi(s,X(s))ds,  P-a.e., 
0 


h — | (Fels, X(s)),6(6))4s + [ OX), dW), Pre, 
0 0 
以 及 
I4 > 0, 
这 里 利用 到 了 F 的 偏 导数 的 -一致 连续 性 
TR S 的 极限 将 其 分 割 成 三 部 分 : 
k—1 
I= 5 Y (Bs Fss (t5, X (£5) BAW; AW;) 
j=0 
k—1 
+5 Y (Feelts, X(t5)) 405 40)(Aty)? 
j=0 


k-1 
+ Y ss (tj, X (tj)) PoAW;, $0) At; 
j=0 
=13, 132 13,3, 
其 中 AW; = W (tj) - W(t5). 由 Wiener 过 程 的 路 径 连 续 性 和 F.(s, X(s)), s € 
lo, 7] 的 有 界 性 , 有 13,2 一 0 以 及 Ing 一 0. 下面 证 明 存在 某 个 子 序列 使 得 


1 t 
131 — Ji Tr 05 Fra (s, X(s))®oQds, 
0 


事实 上 , 令 与 = es Feo (ty, X(t) Bo A n; = (Oh Fea (ts, X (6) 9AW;, AW;), W 
k—1 k—1 2 
E [ret x toa am 一 >》 Tr 5 Fre (65, X (65) 90QAt; 
j=0 j=0 


k-1 k—1 2 k—1 
=E | n; - > E(n | Fe | = VEG?) - E(E(; | Fa) 
j-0 j=0 j=0 

k—1 . 
= V^ [EKE AW;, AW;))? — (Tr &;QAt;)?] 


k—1 
<M? LS — WE + (x QAGY 
j=0 


k—1 
«C [Y (Tr QAt;)* + (Tr QAt;)? | — 0. 


j=0 
最 后 只 需 证 明 存 在 五 的 子 序列 几乎 处 处 收敛 于 0. 事实 上 , 类 似 于 1 的 证 明 考 虑 


设 (EE) 是 一 个 可 测 空间 ， 
®:(t,w,7) > P(t,w, 2) 


是 一 个 从 (Or x E, Pr x B(E)) 到 (L2, B(L9)) 的 可 测 映射 . 特别 地 , 对 任意 x © E, 
Po, a) 是 一 个 可 料 L9- 值 过 程 . Vu  (E,€) 上 的 有 限 正 测度 . 
定理 1.2.64] (GEHL Fubini 定理 ) ”在 上 面 的 条 件 下 并 假设 


[19 olrplds) < o. 
则 P-a.s. 成 立 


[ | [ seaavg| p(dz) = "n | 人 — dW (t). 
81.3 Lévy 过 程 及 其 随机 积分 


这 节 主 要 介绍 Lévy 过 程 所 定义 的 随机 积分 , 主要 参考 文献 [21]. 
§1.3.1 Lévy 过 程 


B 是 一 线性 空间 , 其 上 的 o- 代数 为 E, 使 得 加 法 和 减法 都 是 可 测 的 . 

定义 1.3.1 (Lévy 过 程 ) 称 取 值 在 E 中 的 随机 过 程 工 = (Lt), t 20) 有 
备 独立 增 量 性 ， 如 果 对 任意 0 < to < ti «oo < tn, (E,€) 值 随机 变量 L(t1) 一 
L(to), L(t2) 一 L(t1),… ,L(tn) 一 L(tn-1) 是 独立 的 , to R L(t) - L(s) 的 分 布 L(L(t) — 
L(s)) RMT t- s, 则 称 工具 备 平稳 的 , 或 者 时 齐 的 、 独 立 增 量 . 进一步 地 , WHR 
L(0) =0 且 过 程 工 是 随机 连续 的 , WL 称 为 是 一 个 Lévy 过 程 . 

Xi L Æ Banach 空间 E EX Lévy 过 程 , 令 u 是 随机 变量 L(t) 的 分 布 . 
i pay X u 和 vw 的 卷 积 , WA 

(1) uo = ôo E. pte = Ie * ps 对 任意 t, s 之 0 成立 ; 

(2) 对 任意 7 > 0, me: (ele <r}) > 1, 23 £10 时. 

A (2) 等 价 于 当 上 4 0 RT, jt BMF do. 

定义 1.3.2” 称 满足 上 面条 件 的 测度 族 (uu). AWRY BRE, S069 TPR, 

定理 1.3.1(Kolmogorov) ” 设 马 是 一 个 完备 可 分 度量 空间 , ory 是 Br, ke 
N 上 的 一 族 分 布 , 满足 
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(i) 对 任意 A E E, i= 12, k, Æ {1,2, ,8 的 任意 排列 m, pr, ta (Ar 
X X Ák) = en Ami Xo X Ask); 

(ii) 对 任意 A; € E, i= 1,2,--- , K— 1, pan (Ba Xo X Apa) = pauses (Ar 
X X Apa X E), 
则 在 某 个 概率 空间 NQ, F, P) LBARA-AMMILE (X(t), t€ D) 以 hn, te AA 
限 维 分 布 . 

WEB] ”此 定理 的 证 明 可 以 在 大 多 数 随 机 过 程 的 教材 中 找到 . 口 

定理 1.3.22 (Kinney) ” 设 关 关于 (PX) 是 Markov 的 , 且 


lim sup A(x, B^(z,r) =0, Yr>0, 
tj0 sek 


则 X 具备 一 个 Cadlag 修正 . 

定理 1.3.3 (1) 给 定 任意 测度 的 卷 积 半 群 (ua), 总 存在 一 个 Lévy HELM 
pi A L(t) 的 分 布 . 

(2) 任意 Lévy 过 程 都 存在 Cadlag 修正 . 

证 明 (1) 和 (2) 分 别 由 Kolmogorov 定理 和 Kinney 定理 推 得 , 详 见 文献 [21] 
的 第 53 页 证 明 . 口 

例 1.3.1 (Poisson 过 程 ) ”一 个 取 值 在 Zt = {0,1,---} A, 递增 的 ， 在 任意 有 
限 区 间 内 只 有 有 限 个 跳 且 每 次 跳 的 幅度 为 1 的 Lévy 过 程 称 为 是 Poisson 过 程 . 

给 定 a € [0, +00], 36 P(a) 为 参数 为 a 的 Poisson HAP, FP P(+00)[+oo] 2 1 及 
a < oo 时 , P(a)({k}) = W^ k=0,1, +. 

给 定 Lévy 过 程 Il = (I(t), t > 0), de RHEE t > O, I(t) 89 2-48 X Poisson 
分 布 Plat) 则 称 其 是 参数 为 a 的 Poisson 过 程 . 

可 以 证 明 任意 Zt- 值 的 Lévy 过 程 I 如 果 满 足 


P(ATI(t) := W(t) — H(t-) € (0,1)) 21, #20, 


则 其 必 是 一 个 Poisson 过 程 . 

例 1.3.2 (Wiener WE) ”可 以 证 明 任意 具备 连续 轨道 的 零 均值 的 Lévy 过 程 
W 是 一 个 Wiener 过 程 . 

Bj 1.3.3 (复合 Poisson 过 程 ) Hv 是 Hilbert 空间 U 上 的 有 限 测 度 , 满足 
v({0}) = 0. 一 个 具备 Lévy 测度 v (也 称 为 跳 强 度 测度 ) 的 复合 Poisson 过 程 是 一 
个 Càdlàg 的 Lévy 过 程 虐 并 满足 


CO ik 
P(L(t) €T) = ">> ae), vt > 0, T € B(U). 
k-0 ` 


在 上 式 中 ， Vo = ĉo. 
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合 Poisson 过 程 的 直观 含义 由 下 面 的 定理 给 出 . 
定理 13.470 — db v X UN(0) 上 的 一 个 有 限 测度 , 令 a 二 v(U). 
(i) 设 Zi Za 是 一 列 独立 的 与 ay 同 分 布 的 随机 变量 进一步 地 , KR 
(HI(t), t 2 0) 是 参数 为 a 的 Poisson 过 程 , 与 Zi, 22,-… 独立 , 则 
T(t) 


L(t) - $2; 


是 一 个 跳 强度 测度 为 v 的 复合 Poisson 过 程 . 
(i) 给 定 一 个 参数 为 v HAS Poisson 过 程 上 ,存在 一 列 独立 的 与 ao lv AP 
布 的 随机 变量 Z, Zo 以 及 一 个 参数 为 由 与 Zi, Zoe 独立 的 Poisson 过 程 


1(t) 
(I(t), tz 0), 使 得 L(t) = 》 21 MS. 
j=l 
Hi L Æ Hilbert 空间 U 上 的 Càdlàg 的 Lévy 过 程 . 给 定 不 包含 0 AH Borel 
集合 A, id 
mA(f) := > 14(AL(s), t 20. 


sgt 
由 工 的 Cadlag 性 质 知 , ra 是 Zt- 值 的 . 而 且 其 是 一 个 跳 为 1 的 Lévy 过 程 . 因此 
714 是 一 个 Poisson 过 程 . + 


EnA(t) = tEnA(1) := tv(A), 
上 式 定义 的 v 在 不 包含 0 点 的 集合 上 取 值 有 限 . 再 定义 
Lat) := 》 1a(AL(s))AL(s), 


sst 
则 L4 是 一 个 Lévy WHE. 
定理 1.3.52 (Lévy-Khinchin 分 解 ) ”任意 Lévy 过 程 都 有 如 下 的 表示 : 
LO 2 at 4 W(t) - Y (ra) -if w(av)) + Lag(t), 
k=1 Ax 


其 中 Ao := (2: |zlv > roh Ak := (2: Te < lelu < reih (rk) 是 任意 递减 趋 于 
0 的 序列 , W 是 一 个 Wiener LH. 在 表示 式 中 的 所 有 过 程 是 独立 的 ,而且 级 数 在 
(0,00) 的 任意 有 界 子 区 间 上 几乎 处 处 一 致 收敛 . 
附注 1.3.1 PEMA L(t) := Lan (f) -ef yr(dy), t> 0 是 补偿 复合 
Poisson 过 程 . 因此 可 以 将 Lévy 过 程 工 分解 成 
L(t) = at + W(t) + Y Ln(t) + Lo(t), t290, 


n-l 


其 中 过 程 W La, n 之 0 和 Lo 是 独立 的 , W 是 一 个 Wiener LF, Lo 是 跳 强 度 测度 为 
lt ro) (y) (dy) 的 复合 Poisson 过 程 , Ln 是 跳 强度 测度 为 Lorn ss<iyle<ra}(yu(dy) 
的 复合 Poisson 过 程 . 


id LI(U) 为 对 称 正定 的 Nuclear 算 子 构成 的 空间 . 下 面 的 结果 十 分 基本 而 重 
要 , 可 以 由 Lévy-Khinchin 分 解 推 得 . 


定理 13.67) (1) 给 定 aeU, Qe LT(U) 及 一 个 集中 在 U\{0} 上 ,满足 
| (lvl? ^ 1)v(dy) < oo (1.3.1) 


的 非 负 测度 v, 存在 一 个 测度 的 卷 积 半 群 (jii) 满足 


f ene y (dy) = ef"), (1.8.2) 
U 
其 中 | 
W(x) =—i(a,2)u + 5 (Qv, z)u (1.3.3) 
d (1 — elevu 十 Layton (Din, yu) v(dy). (1.3.4) 


(2) 反之 , 任意 给 定 测度 的 卷 积 半 群 Qu), HÆ aU, Q ELU) 及 集中 在 
U\{0} 上 满足 (1.3.1) 的 非 负 测 度 v, 使 得 (1.3.2) 成 立 , HP v (1.3.3) VR. 

定义 1.3.3 (Lévy 过 程 的 特征 ) ” 设 工 是 一 个 Lévy 过 程 , (1t) 是 其 分 布 族 . 称 
(1.3.3) 中 的 测度 vv 为 工 或 (uu) 的 Lévy 测度 或 跳 强 度 测度 . 称 三 元 组 (a,Q@,v) 为 
L 的 特征 


§1.3.2 XT Cadlag 平方 可 积 蒜 的 随机 积分 的 构造 
# (U, C, )u) 是 一 个 Hilbert 空间 , (Q, F, (Fe), P) 是 一 个 滤 子 概率 空间 ， 从 现 


在 起 , 记 所 有 U- 值 的 关于 (F 的 Cadlag 平方 可 积 扶 为 M2(U). 
定义 1.3.4 ( 角 插 号 ) 设 M,N € MU). 记 (M, N) 为 唯一 的 , 使 得 


(M(t), N(t))u — (M, N)s, t20 


为 款 且 轨道 具备 局 部 有 界 变 差 性 质 的 可 料 过 程 . 由 Doob-Meyer 分 解 ， 这 个 过 程 总 
是 存在 , 称 其 为 角 括号 . 

仍 记 LU) WU 上 的 所 有 Nuclear 算 子 构成 的 空间 , 其 上 装配 Nuclear 范 
数 . 记 LI(U) 为 LU) 的 子 空间 , 由 所 有 自 伴 、 非 负 的 Nuclear 算 子 构成 . 给 定 
zzEU, 记 ® 为 张 量 积 : 2 @ ylz) = (y,z)ua. 

定理 1.3.77] BM € M?(U), 则 存在 唯一 的 、 右 连续 的 、Li(U)- 值 的 、 
递增 的 可 料 过 程 (UM, M)je, t > 0), 使 得 ((M,M))o = 0 且 过 程 (M(t) 9 M(t) 一 


(M, M))s t > 0) 是 一 个 Li(U)- E8. 进一步 地 , 存在 一 个 LT (U) 值 的 可 料 过 程 
(Qs, t 2 0), 使 得 


(M, Mì} = [ Q.d(M, M), Wt 20. 


定义 1.3.5 (STARS) — i£ M e NC(U), 则 定义 算 子 角 括 号 为 唯一 的 、 右 
连续 的 、L1(U)- 值 的 、 递 增 的 可 料 过 程 ((M, M))s t > 0), 使 得 ((M,M))o 50 E. 
过 程 (M(t) ® M(t) 一 ((M,M))t, t 之 0) 是 一 个 L1(U)- 4& 

t 
定义 1.3.6 ROOF) WR (M, M) = n Q,a(M, M),, Vt > 0 & 
0 
LY (U)- 值 过 程 Q 为 M 的 协 方差， 

附注 1.3.2 ”注意 到 这 里 定义 的 角 括 号 实际 上 是 81.2.5 定义 的 二 次 变 差 过 程 
的 推广 . 

在 构造 关于 平方 可 积 U- 值 鞭 的 随机 积分 的 时 候 , 主要 利用 到 下 面 的 性 质 . 

Hi 1.81022. 3 M € MU), 则 对 任意 x,y EU 及 任意 0<sst<us 
v « oo, 成 立 


E(M() — M(s),2)u (M(t) - M(s),y)ulFs) = E ( f (Q,z,yjud(M, M)\Fa) 


及 
E((M(?) — M(s),2)u(M(u) — Mv), y)u|Fu) = 0. 
. t 
这 一 小 节 上 由 在 构造 随机 积分 IM) := f &(s)dM(s), 其 中 M e NM2(U) 是 一 
0 
个 取 值 在 Hilbert 空间 U 内 的 Cadlag 277 ARR, 更 (s,w) 是 从 U 到 另 一 个 Hilbert 
空间 H WAT. 记 QAM 的 协 方差 ， 
第 一 步 : 考虑 LU, H)- 值 简单 过 程 类 S := S(U, H) 及 对 其 的 随机 积分 . 
定义 1.3.7 (简单 过 程 ) 一 个 L(U, H)- 值 随机 过 程 更 称 为 是 简单 过 程 , 如 果 
Hed 0 = ty < th «c < tm, “WEF V; € LU,H) j =1,---,m, 及 一 列 事件 
Aj E Fa, j=0, ,m 一 1, 使 得 


m-—1 
V(s) = > Vj1a; (t,t341](5), 820. 
j=0 


关于 简单 过 程 类 的 随机 积分 定义 如 下 


t m-—1 
IM): Y> f V(s)àM(s) := V5 14; (M (t;n ^0 — M(t; ^t), t20, 
0 j=0 


(这 个 定义 显然 不 依赖 于 简单 过 程 的 具体 形式 ) 对 任意 V E S. 
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第 二 步 : 证 明 存 在 S 上 的 某 种 范 数 , 使 得 IM 成 为 一 个 同 构 . 
类 似 于 命题 1.2.9 的 讨论 , 利用 命题 1.3.1 可 得 下 面 命题 : 


m-—1 


ME 1.35.309.— Y= $7 Wale, cj] 是 一 个 简单 LU, H)- 值 过 程 , 则 


j=0 


. =E (/ I| (s) © QF I, qv 80, M.) 


WE T «oo. 将 简单 过 程 类 S= SU, H) 装配 上 半 范 数 


E | n UV (s)d M (s) 


T i 
lar = E (/ IV (s) o Q3 law, maiM, 23 ; 


进一步 地 , 当 |y — elu, p = 0 BRE, UW V FU e SEPT. 
: 因此 
IM : S — 12(0,F,P;H) 


是 一 个 同 构 变换 . 现在 可 以 将 LM 唯一 地 同 构 拓 展 到 S 关于 ‖ lim,r 的 完备 化 S 
E. 记 Lz(H)=5. W Laru UD) 为 所 有 的 属于 L%yr(H) E LU, H)- 值 过 程 构 
成 的 集合 . 注意 到 对 于 更 < Lyru H) 也 考虑 它 的 Lur- AR | lar 
定理 1.3.87 (1) 对 任意 更 E HH) ROS s<t<T, log € Lir(H), 
且 
ETM (v) — 1M (li = l1 a VII < Ir 


t 
(2) 设 更 E £3, 4 01), 则 随机 积分 n B(s)dM(s), t € [0, T] 是 一 个 平方 可 积 零 
0 


均值 的 连续 鞭 , BTM = 0. 
(3) 对 任意 9, V e Oy ny (H) 及 任意 te (0,7), 成 立 


t 1 1 
uM (X), IM (®)): -f (Gr (s)Q? , &(s)Q2) ru, d( M, M)», 


(1? (9, 1 (9). = f V(s)Q,V(s)*à(M, M)s. 


(4) 3k A BMH 5| Hilbert 空间 V 的 有 界线 性 算 子 , REESE 9 € Cirr( 吾 )， 
AS c £3, (V) E AIM (8) = 1" (A9). 

第 三 步 : 给 出 S — Cr(G) 的 一 个 明确 表示 . 

设 MM 是 一 个 U- 值 右 连续 的 平方 可 积 款 , 其 协 方差 为 8,(s > 0). 考虑 下 面 的 
由 Q x [0, 7] 中 的 可 料 集 构成 的 o- 代数 : 
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Pr:=0({(s,t] x Fa |0<8 <t <T, F € Fs} U{{0} x Fo | Fo € Fot) 
=0(Y :Q7 >R | Y 是 左 连续 的 , 关于 7, 是 适应 的 , t € (0,7). 


引 理 1.3.1) .存在 可 料 实 值 过 程 m = Yn(t,w) 和 可 料 U- 值 过 程 gn = 
galt w), n € N, 使 得 


Qio) = Y ow, t)gnw,t) 8 gnw,t), +20, w EQ, 


其 中 (galw, t), gnl t))u = Sam 8$ $20, wEN Rn meN A. 
设 志 是 一 个 Hilbert 空间 , 其 上 有 正 交 基 fen}, 4 T(u,t) BM Q? WU Bl A 
的 , 满足 
T(w,t) Yn(w,t)gn(w,t)=en, nEN 


的 唯一 有 界 连续 算 子 .在 每 个 (Or, Pr), T 2 0 E, 引入 一 个 oc- 有 限 测度 um = 
d(M, M) @ P, Rp 
um (dw, dt) = d(M, My (w)P(du), 


在 考虑 Lévy 过 程 时 , (M, M), = ct = TrQ - c, 因此 ps (du, dt) = edt P(do). 
定理 13.97 AAS 的 一 个 明确 表示 , 即 其 为 


S= Lig p(H)={¥ of: V € (Qr, Pr, um; L2H, H))} 


T 
WoT Hace = f f 19. dnd) 
§1.3.3 ”随机 积分 的 性 质 
本 小 节 内 M 是 一 个 关于 波 子 A U- 值 平方 可 积 款 ， 注 意 jw(dw,dt) = 
d(M,M)s(w)P(dw) X 


iof = f. WDM ca ta at) 


MWe L? (Qr, Pr, um; Lo(H, H)). 
设 (E,£) 是 一 个 可 测 空 间 ， 


® : (t,w,r) > (to, x) 


是 一 个 从 (£i x E, Pr x £) 到 (Lo(H, H), B(Lo(A, H))) 的 可 测 映射 . 因此 特别 地 ， 
对 任意 zc E, 0(-,-,2) 是 一 个 可 料 LUE, H)- 值 过 程 . 再 设 和 是 (B,E) 上 的 一 个 
有 限 正 测 度 . 
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定理 1.3.10BH (随机 Fubini 定理 ) ”在 上 面 的 假设 下 再 要 求 


J |B o f. -, oY A (dz) < oo, 
E 


RY) P-a.s. 


T ] T . 
|. | f se. «Peau A(dz) = f | 上 S(t, z) o F(t)A(de)| aM). 
设 {ex} 是 H 的 一 组 正 交 基 . 定义 M" = (M, ekg 及 


[[M, M]]s := Y ex ® e;(M*, M3]s. 
jk 


然后 , 定义 AY (t) = Y(t) - Y (t2) 及 
((M, MIE ci Qe; [ia 一 aaroo) . 


定理 13.1120 AR) RX=M+A 是 取 值 在 业 个 Hilbert 空间 AE 
eR. Hv: HOR XC? BR. 再 设 对 任意 cc H, D2y(z) € La(H, H) LRA 


H > zœ DY(r) € L(A, H) 


EH 的 任意 有 界 子 集 上 是 一 致 连续 的 , 则 V(X) -AARE BxHES t>o, 
P-a.s. 


w(x) seco) f ‘ (Du(X(s-)),4X(s)) a 
s D'i( X (s))dl|M, MI]s 
+ V (A(VXK)(s) — (DY(X(s—)), AX (5) — Y (3); 


sgt 


x* 
Y(s):— 3D YX (s—))AX (s) & AX(s). 


It6 公式 也 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
WXX) [ ‘(DYX(s—)), 4X (8) 
+3 | DHX (s-am, MI 
+ YXAQX)(9) - (DU(X(s-)), AX(s) 8). 


s&t 


89 Ly 


81.3.4 关于 一 般 Lévy 过 程 的 随机 积分 

WE M 是 一 个 平方 可 积 Lévy 过 程 , 则 可 以 沿 着 81.3.2 的 路 线 构造 它 的 随机 
积分 . 进一步 地 , 设 Q 是 M 的 协 方差 算 子 , H= QU), 有 

定理 1.3.12] Gk M 是 一 个 平方 可 积 Lévy 过 程 , 则 


£A TI) = LQ x (0, T], Pr, P x dt; L0, H)). 


进一步 地 , 对 V c £2, LUD, 关于 1M 的 随机 积分 是 一 个 平方 可 积 款 , 且 具 有 下 面 的 
性 质 : 


T 
EU f =B | IGI ande 
(1 qo, (o) = f weowc)as, t € (0,7, 


uo, Pony = [WOME ound telo] 
证 有 明 ”事实 上 , 对 于 平方 可 积 Lévy 过 程 M, 可 以 推出 (M, M), — t TQ 及 


(M,M)), =tQ 3t t> 0 成 立 . 因此 Qt = y 进一步 地 , T(o,t) - I. 余下 的 证 
明 咯 去 . 口 

下 面 转 而 考虑 取 值 在 某 个 Hilbert 空间 U 上 的 一 般 的 Lévy 过 程 L. 由 Lévy- 
Khinchin 分 解 ， 


L(t) 2 mt4 M(t)+ P), t20, 


其 中 meU, M 是 一 个 UV 上 的 平方 可 积 著 (同样 也 是 一 个 Lévy 过 程 ), P 是 一 个 
Lévy 测度 为 up 的 复合 Poisson 过 程 (不 一 定 平方 可 积 ). 

设 M 和 P 定义 在 某 个 滤 子 概率 空间 (0, 下, (F), P) E, M 是 一 个 关于 滤 子 
(Fo WB, P 是 (Fi)- 适应 的 , 且 对 任意 th > 0 增 量 PH+ h) -PO 关于 Fe ih 
xr. 最 后 , 假设 ay (dw, dt) = d(M, M),(w)P(dw) 关于 dtP(dw) 绝对 连续 . 

考虑 一 个 有 限 区 间 0,7). 本 节 由 在 定义 随机 积分 


I(t) := / $(s)ds +f Vi(s)dM(s) +f Wo(s)\dP(s), te (0,T], (1.3.5) 


其 中 o v, gs ITE, 显然 ,关于 一 般 Lévy 过 程 的 随机 积分 | VALC) 
只 是 这 个 问题 的 一 个 特例 . | 


n(t) 


回忆 下 关于 复合 Poisson 过 程 的 知识 , PE) = V Zp 其 中 z, 是 V 上 的 独立 


j=l 
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的 随机 变量 , 县 具有 相同 的 分 布 
. . pp(T) . 
P(Z;er)- up (V) jeN 
以 及 Tl 是 一 个 参数 为 up(V) 的 Poisson 过 程 . 
假设 存在 V 的 一 个 递增 的 有 界 可 测 子 集 列 (Vm), 且 了 = UV. 对 任意 mm > 0， 


记 . 
Tm := inf{t 2 0: P(t) - P(t-) € VG} =inf{j CN: Zj € Vi}. 
易 证 (Tm) 单调 递增 趋 于 oc. o 
Th{é 
定义 Z X ZP := Zw(Z) 定义 Pm(t) = 》 Z7, t > 0, WERS {t < 
tm} E, P(t) = P(t). " 
显然 Pa EV 上 的 Lévy 测度 为 um) = pp(TU Vm) 的 复合 Poisson 过 程 . 
TH, P, 是 平方 可 积 的 , 因为 其 只 在 有 界 集 Vm 内 取 值 . 
对 meN, 令 
Um := n Zim (dz) = n zip (dz), 
V Vin 


则 过 程 
Min (t) := PA(t) — tum, tz0 


是 平方 可 积 的 零 均 值 的 Lévy 过 程 , HEY Qm = 人 2® zpp(dz), m c N. Bl 


(Q mu, vyv -人 (z,u)v(z,vV)vupr(dz) u,veV. 


m 


4 Hm = QUA (V), 则 Hin) 是 递增 的 集合 列 . 下 面 定义 随机 积分 (1.3.5), 这 需要 对 
被 积 函 数 ©, 更 1 和 和 We 施加 一 些 条 件 : 
(1) :9 x 0,7) > H BARN, H 


T 
P (| Lor) EPO | ade < x) =1. 
0 


(2) 对 任意 m € N, Vilis] € Cu r(H) 
(3) 对 任意 m EN, 


1p,4,,]2 € L7(2 x [0， T], Pr, Pat; Legs)(Hm, H)), 


(w, t) nd lp, (o (1) V2 (E) um 是 可 测 的 ， 且 
P "ni 10,7, (£)]Wa(t)um nat < « —1, VmcN. 
0 


§1.4 分 数 布 朗 运 动 及 其 随机 积分 . 41 . 
事实 上 , (1)~(3) 恰好 保证 了 对 任意 m, 


t t 
Im(t) := f Lio,rm|(8)(P(s) + V2(s)um)ds + n 10,^., (s) V1(s)dM (s) 
0 0 
+ f porn(8)¥2(s)4Mm(s),. te [0,71 
0 

是 个 适 定 的 过 程 , HAA Cadlag BE. 一 般 就 直接 选取 Im 的 Cadlag 版 本 . 最 后 ， 
随机 积分 (1.3.5) 定义 为 是 满足 Iw, t) = Im(w,t) Mw € Q RI teo, mlw) ^ T] EX, 

立 的 唯一 Cadlag 过 程 . 由 下 面 的 引 理 知 , T 是 适 定 的 . 
引 理 1.3.27) Rin, mEN 如 上 定义 , 则 对 任意 te [0,7] AHR m,ne N, 

nem 


(s (t) ~In(#))1form(t) 0, P-as. 


81.4 分 数 布朗 运动 及 其 随机 积分 


分 数 布朗 运动 的 概念 最 早 是 由 Kolmogorov 在 1940 年 提出 来 的 , 1968 4E, Man- 
delbrot 和 Van Ness 在 经 典 论文 [19] 中 研究 了 分 数 布 朗 运 动 . 这 一 节 用 FBM 表示 
分 数 布朗 运动 , 用 H 表示 Hurst 参数 , A H e (0,1). 先 给 出 分 数 布朗 运动 的 定义 ， 
然后 给 出 其 性 质 和 核算 子 的 定义 , 最 后 给 出 加 性 噪声 和 乘 性 噪声 定义 的 不 同类 型 随 
机 积分 . 这 一 节 内 容 取 自 于 文献 [18] 和 [20]. 

定义 1.4.1 Hurst 参数 为 H 的 分 数 布朗 运动 (BEC) 是 一 个 连续 的 中 心 
高 斯 过 程 , EES E) 


E[5" (2) B" (s)] = ;(e" + 9? — |t— sp). 


特别 地 , 当 H = ; Bt, FBM 就 退化 成 标准 的 布朗 运动 ， 

由 该 定义 可 知 , 分 数 布朗 运动 具有 如 下 的 性 质 : 

(1) BF(0) 2 0, BH E(B¥# (t)) = 0,vt z 0. 

(2) BY 的 增 量 同 分 布 , 即 对 任意 的 ts > 0, B¥(t+ s) — B" (s) 与 BY(t) 同 
分 布 . . 

(3) BY 是 一 个 高 斯 过 程 , E(B?(t)?) = 0°", Vt > 0. 

(4) BY 的 轨道 连续 . 

附注 1.4.1 Hurst RA Mandelbrot 用 水 文学 家 Hurst 的 名 字 命名 以 纪念 
他 对 水 文学 的 贡献 . Hurst 通过 研究 历年 尼罗河 的 水 位 情况 , 发 现 了 水 位 的 偏差 不 
具备 增 量 的 独立 性 , 其 服从 参数 为 百 = 0.7 的 分 数 布朗 运动 规律 ， 


下 面 给 出 分 数 布朗 运动 的 积分 表达 式 : 
1 E -4 
rcr 2 - (— s)? )aB(s) 


1 


EO (f ((t — 5)*73 — (-s)-3)aB(s) 
+ sane). 


其 中 B(t) 是 标准 的 布朗 运动 , 工 是 Gamma 函数 . 
下 面 给 出 用 核 函数 来 表示 的 分 数 布朗 运动 的 表达 式 : 


BF (t) = f Kg(t,s)dB(s, t>0, 
Q 
其 中 ， 
Q 4H > 5 时 ， 
Ky(t,s) = cuit f EL u- idu, (1.4.1) 


其 中 , Cr = ge " ,t+ > 5,0 JJ Beta 函数 . 
(2) 40<H< > 时 ， 
Kult, EAO — s)" -二 一 (x - Set 


ul, (1.4.2) 


i 
2 


2H(2H — 1) 


其 中 , ba = ,t>s,8 XJ Beta 函数 . 


1 

p(1-2H,H + 5) 
搂 下 来 ,说 明 分 数 布 朗 运 动 【 豆 4 s) 是 自 相似 、 长 相依 的 随机 过 程 , 其 不 是 
半 蒜 ,也 不 是 马 氏 过 程 , 为 此 , 先 介绍 分 数 布朗 运动 的 增 量 的 协 方差. 当 万 = 3, 即 


81.4 分 数 布朗 运动 及 其 随机 积分 .43- 


BP (t) 是 标准 的 布朗 运动 , 其 增 量 如 不 交 则 相互 独立 . 当 H #5 lom FBM 增 量 不 
再 独立 . 事实 上 , 设 s+hgt,t-s=nh, 则 
pn (n) 7 Cov(BP (t +h) — BP (t), BP (s +h) — BH(s)) 
— ES d 十 (n _ 197 _ 2n?H]. 


特别 地 , 当 五 > 3 有 时, BH(t 十 h) — BH(t) 与 BELT+28) — BP (t 4- h) 正 相 关 ; 4 


0 < H < 工时, 其 负 相关 . 正 是 由 于 FBM 具有 这 一 特性 , 使 得 它 可 以 用 来 刻画 具有 
记忆 或 后 滞 的 系统 或 间断 的 系统 . 下 面 再 给 出 自 相似 的 定义 . 

定义 1.4.2 $f R^ 值 的 随机 过 程 X = (Xi)iw0 自 相似 是 指 对 任意 的 a > 0, 
HH b> 0, 使 得 

L(Xot,t 2:0) = £(bXs,t > 0), (1.4.3) 

其 中 人 是 指 分 布 . 

定义 1.4.3 £22142 中 , $b=—a-*, RR X AAA Hurst AHH 的 自 
相似 过 程 , 常数 三 称 为 X MDM, 于 是 , BY 是 参数 为 H 的 自 相似 过 程 

下 面 给 人 出 分 数 布朗 运动 的 轨道 性 质 

定理 1.4.1 “对 任意 的 a < H, 分 数 布 朗 运动 BP" 具有 一 个 oe Br Holder 连续 
的 修正 ， 且 


lim sup 12” (0)| 二 
oot tt Vloglogt™! 
以 概率 1 成 立 . Bp BY 不 可 能 有 指数 大 于 H 的 Holder 连续 的 样本 轨道 . 
命题 1.4.1 ”对 任意 的 He (0,1), 2-Jot Bie BF 轨道 几乎 处 处 不 可 微 ,， 事 
KE, 对 任意 的 to € (0,00), 
. BF (t) — B? tol | 
lim sup | ————————|- 
tto t — to 
以 概率 1 成 立 . 
附注 1.4.2 — 分数 布衣 运动 具有 三 个 特征 ; (1) 自 相似 性 ; (2) 长 相依 性 ; (3) Æ 
有 o-Hólder 连续 轨道 , 可 以 从 图 1.1 进行 对 比分 数 布朗 运动 和 布朗 运动 的 样本 轨 
道 的 异同 . 
接 下 来 的 命题 说 明 分 数 布朗 运动 当 五 #5 L SEAR obit. | 
命题 1.4.2. — 3X IT AK [0,7] 上 上 的 任意 分 划 , BP = {0 = to < << 
t, — T), 则 FBM 的 p 次 变 差 


inf L > 0: sup >> [BP (tx) — BP (tk)? < co} = 
H oii 


1 
H 
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因此 , 当 H +#$ 时 , FBM RAR 


H=0.75 时 的 分 数 布朗 运动 


5 
4 
3 
2 
B, 1 
0 
-1 
一 2 
一 3 
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 
t 

5 一 维 布朗 运动 
4 
3 
2 
B, 1 
0 
—1 


0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 
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图 1.1 


由 于 分 数 布朗 运动 不 是 半 扶 , 因此 无 法 用 对 半 计 定义 的 Tto. 随机 积分 理论 来 定 
义 其 随机 积分 . 关于 分 数 布朗 运动 有 多 种 方法 来 定义 其 积分 . 这 一 节 给 出 一 种 最 简 
单 的 定义 积分 方法 Wiener 积分 . Wiener 积分 的 定义 利用 了 随机 过 程 的 高 斯 性 
JR, 因此 , 该 方法 易于 推广 到 分 数 布朗 运动 , 并 且 当 H = > N, Wiener 积分 与 Tto 
积分 是 一 致 的 . 

为 定义 分 数 布朗 运动 的 随机 积分 , 先 定义 分 数 阶 微 积分 , 相关 结论 的 证 明 参 看 
文献 [13]. 

定义 1.4.4 ik f € L'[a,b| 为 一 非 随机 的 实 值 函 数 , N f Æ m € (a,b) 处 的 a 
次 分 数 阶 Riemann-Liouville 积分 定义 为 

(1) 左 积 分 


(2.06) = Fey f "(s — 9*7! F(y)dy. 


(2) ERT 


& | 1 i 
U8. N@) = gs ] w- 2*9. 
定义 1.4.5 ”对 任意 的 o c (0,1), 定义 分 数 阶 Liouville AFR 
d 
Dif = qian hh 
右 导 数 , 
De f= 元 有 f. 
对 任意 的 了 E Li(a,b), Rl 
DEIN =F, Delf = f. 


定义 1.4.6 。 对 任意 的 p 之 1, 记 72 (L"([a5])) 为 所 有 可 以 表示 为 某 个 OE 
L¥(a,b) 的 Ta， 积分 的 函数 集合 , 则 o RA Do, FHI, 记 17, 为 L?(a,b) 到 
I% (LP (la, 6])) 的 映射 . 同 理 可 定义 Tp (L^([a,0])) 和 映射 I5. 
因此 , 对 任意 的 f € Ie (L7(a,6)), A I2, D2, f = f. 且 对 任意 的 f € L"(a,b), 
存在 如 下 的 Weyl 表示 
f(z) ~ f()4 
(a — a) raf € (£= yei a, 


Del) = s e. 


1 @ 1. P" iW), 
een Yon ay]. 
可 以 证 明 , 分 数 阶 积分 满足 如 下 的 复合 公式 


re, (18, f) = NAR EEE) = RIT 


Dg f(z) = 


UR fe LP, € 18,7 += <1+a, 或 者 tista 但 p > 1,g > 1, 则 分 部 积 
分 公式 满足 
b b 
XP 
可 以 证 明 , 分 数 阶 微分 满足 如 下 的 复合 公式 , 对 任意 的 o 0,8 >0,a+8 <1, 
则 
De (D9, P) = DSt f, Vf e If (LP), 
pe (De f) = DHP f, Yf e gt? (LP). 
分 数 阶 微分 与 通常 意义 的 微分 是 相 容 的 , 即 如 果 f 可 导 , 则 


dp Pateh Jm DBS = 


. 46 - 第 1 章 ”随机 过 程 与 随机 积分 


下 面 对 非 随机 的 被 积 函 数 定义 分 数 布朗 运动 的 抽象 Wiener 积分 . 设 BE (t), t€ 
[0, 为 概率 空间 (Q, FF, FF, PP) 上 的 Hurst 参数 为 H 的 分 数 布朗 运动 , 其 中 zB 
为 自然 事件 o- 代数 流 , PE 为 BY 的 概率 分 布 . 定义 其 自 相关 函数 为 


Ri(t, s) = E(B" (t) B" (s)) = e +E — jt- s”), st >0. 
D H> 5,0<H <5 AH = 5 三 类 情况 来 定义 核 函 数 Kults). 
GD 4H > 5 时 ,定义 
t 
Kgp(t,s) = Cust | lu — s|F-3uH- idu, (1.4.4) 


其 中 cy = | "22H - 9 | ,> s 8 是 Beta 函数 , 则 有 
s(2 - 24H - : 


tas 
命题 143 4H >5 Bt, Ra(t,s) = n Kg (t,u)Kg (s, u)du. 
g 0 
证 阴 


Ku (t, u)Kn(s, u)du 
0 


t^ t 8 
=c} | (/ (y - uyf-3yf- hay) x (/ (e 73 asus 
0 u u 


i s y^z 3 5 
=C} n J (yz)8-* (/ ul 2H(y— u)” (z — u)*4au) dzdy. 
| o Jo 0 


注意 到 
=(r—u)?#-? 人 (zu 一 p)1-2H ;H-$dz (s = =) 
1 3 
= (ru)à- P (p — u)? f (1— gy} gde 
0 
=a(2 — 2H, H — 5) (ru)à P (r — uy? 8 7. 
因此 ， 


t^s 
f Kur(t,u)Kx(s, u)du 
0 


1 t s 7 
= 0%,0(2-21,4- 3) | f (y — 2) 2dzdy = Ry (t, s). 
0 [4 
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附注 1.4.3 SH» ; at, Ky (t,s) 还 可 以 表示 为 


1 1 1 
Ku(t,s) = Cu(ts) 3 n už- 3 ( 一 ( E ut? Jau. 
E 


0 


(2) 当 0 < H < 3 时 , 核 函数 为 


i 


t H-3 1 1 l t 1 3 
Kus -w(i) e-o- (3)s f ea) ddd, 


其 中 , by = 2H 1 ,t>s,H 
(1— ze —2H,H + ;) 


Ru(t,s) = n 7 Kult, u) Ka (s, u)du. (1.4.5) 
0 
(3) 4 H = ;时 ,定义 核 函数 KG (65) = Doa (9- 


为 定义 分 数 布 朗 运 动 的 抽象 Wiener 积分 , 再 引入 再 生 核 Hilbert 空间 . 定义 分 
数 布朗 运动 B 生成 的 再 生 核 Hilbert 空间 ( 简 记 为 RKHS 空间 ) HA 


H = span{ Rg (t, ),t € [0, T]. 
其 上 内 积 为 
(Ra(t,-), Ru(s,-)) = Ru(t,s), Vt,s € [0T]. (1.4.6) 
附注 1.4.4 5H -5 at, BY 是 标准 的 布朗 运动 , 则 RKHS X 
H={f: f(0) = 0, f 3&x sk, P HA TR}. 


关于 再 生 核 空间 H AWT i 
命题 1.4.4 IHH H c (0,1), 再 生 核 空间 H 是 所 有 可 以 写成 如 下 形式 


f0-2 [ Ky(t,s)f(s)ds, If €r? (1.4.7) 
0 
的 函数 集合 , 且 Flo = lille 
特别 地 , 24 H > 3 时 , 则 核 函数 具有 (1.4.4) 的 形式 , (1.4.7) 的 积分 算 子 是 L 
到 10°? (r2) 的 同 构 映射 , 于 是 


H+} 1 


H=) = 99: imo Me [oi as 
r(#+5) 0 


定义 1.4.7 WHEE He (0,1), 分 数 布朗 运动 BE) 的 抽象 Wiener 积分 
定义 为 从 再 生 核 空间 H 到 L2(PH) 的 等 距 同 构 上 映射 7H 的 线性 延 拓 : 


TË :H LPH), Ru(t,-)4 BF (t). 


由 定义 可 知 , Ra(t,-) 的 有 限 线性 组 合 的 抽象 Wiener 积分 为 
(Sask (te, )) = oB" (ti). 
i=l i=1 


对 于 一 般 的 u c A， 只 需 按 定义 用 一 组 有 限 线性 组 合 来 逼近 即 可 : Wun € 
Span; cicni Ra (ti, jh 且 在 H 中 ， Un — U, 则 在 L?(pHP) rn, 


TP (u) = Jim. TH (un). 


注意 到 对 标准 的 布朗 运动 定义 的 抽象 积分 , H 是 所 有 非 随机 的 , 导数 均 方 可 积 
的 绝对 连续 的 函数 的 集合 . 此 时 , 布朗 运动 的 被 积 函数 类 被 唯一 确定 , 这 是 因为 H 
空间 的 等 距 同 构 变换 不 改变 Wiener 积分 的 性 质 . 对 布朗 运动 , 通常 用 19, 作为 到 
到 7t 的 等 距 双 射 . 对 分 数 布朗 运动 , 通常 用 另 一 些 与 Xt 等 距 同 构 的 空间 . 

定义 1.4.8 oat (y, d) 为 H 的 一 个 表示 , Bi 是 了 到 1 的 等 距 双 射 ， 

定理 1.4.2 £i: LOT] 4 X oL? NH 的 正则 等 距 双 射 : h> f(t) = 


t 
f Kg (t, s)h(s)ds, B] (Z2(0, T], ii) 是 H 的 一 个 表示 . 
0 


TELET ALORS] “nh(s)ds， 一 般 地 , 对 任意 的 H € (0,1), 
0 


Ku(t,-) Zz i, 和 Ra(t,-) 生成 . 
接 下 来 给 出 分 数 布朗 运动 的 H 的 表示 来 研究 分 数 布朗 运动 的 具体 Wiener 积 
分 . 先 考虑 H > > 情形 . 记 E 为 o, T] 上 阶梯 函数 的 集合 . 


定理 1.4.3 eee H > ， RA DOT] 空间 担 结 内 积 (,") 为 
T T 
(f,9)H = H(2H — Df f f(s)g(t)|s — t7 dsdt. (1.4.8) 


定义 线性 映射 ia: (L710, T], C, 8) 9 H, Tor) > Ru (t), 0) (£710, 7]; (5) 22) 是 
H 的 一 个 表示 . 
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可 以 证 明 , (0,7), Con = (€ (520. WA (2200, T], (8) 不 是 完备 的 ， 
(PT) C Ju) 中 的 元 素 不 仅 包含 函数 , 还 包含 分 布 . 

附注 1.4.5 %H> ; 时 , Wiener RATALA T da 9S fe AXE AE i Fe iz 的 
sh de, Ep 

(1) 第 一 类 Wiener 积分 


7: LPO, T]  Z2(Q, PP), Ku(t,-) > BP(t) (1.4.9) 
(2) 第 二 类 Wiener 积分 
n : Q2]. T], (522) ^ P(PP), Io) > B" (6, (1.4.10) 


其 中 rE 保 L'[0,T] PHAR, 改变 BU 的 原 像 ; 而 I. 改变 L?[0, T] PHAM, 保 
持 BY 的 原 像 ， 这 是 分 数 布朗 运动 与 标准 布朗 运动 积分 的 主要 区 别 之 一 . 特别 地 ， 
第 一 类 积分 并 不 满足 分 数 布朗 运动 的 抽象 Wiener 积分 性 质 , 事实 上 ， 


El (1j) ?] = Ito ll 221,7] =t #4 Ruy(t,t). 


所 以 , 随机 过 程 TH (or) 是 一 个 自 相关 函数 为 mmin(t,s) 的 中 心 高 斯 过 程 , 即 是 标 
准 布朗 运动 . 

下 面 主要 给 出 第 二 类 Wiener 积分 . id H = (L2[0, T], C, Ya), M (He, 77) BH 
的 表示 . WAF v 的 分 数 布朗 运动 的 Wiener 积分 为 


BE (yp) =F (4), we. 


先 引 入 核算 子 Kn: | 
(Kgh)(t) = f Kult, s)h(s)ds, Yh € L?[0,T] 
o 

及 线性 算 子 Ki: 

(Kib)(s f vx O Eg, s)dt. (1.4.11) 
TX, 

(K5I,g)(s) = Ka (lt, 5)t.,a(9)- (1.4.12) 
注意 到 


(Kilo KH To,sl) 2210,7] 
= (Ku (t; Mos Ka (s, Tto, 


S^t . 

-f Kg (t, u) K (s, u)du 
0 

= Ru(t,s) = (Ito: IQ,4) Æ- 


因此 , 从 2 到 L? 上 的 线性 等 距 映 射 Ka 可 以 延 拓 至 整个 H E. 
注意 到 , 由 Kp(t,s) 的 表达 式 可 知 


因此 , 利用 分 数 阶 积分 来 改写 算 子 K 为 
(5) 6) = Cut (11 - ) sia rd 


再 由 分 数 积分 与 分 数 微分 的 关系 , 对 于 任意 的 6 € LoT], 有 
1 


(Ki) (o) = c 


sà-P(Dj- 2 uP 75 (u))(s). 


特别 地 , 对 于 示 性 函数 Tou 有 
1 

(Kin) Tig] = — 73x 

Cut (H - 5) 


1 


于 是 
H = (Kx) (710, T]). 
附注 1.4.6 AF KL 在 下 面 意义 下 可 视 为 Ku 的 自 伴 算 子 . 
引 理 1.4.1 对 任意 的 peEE,heI2, 有 
T T 
f «xoxo = J KOKOA. 
0 0 
考虑 由 映射 记 = (Kn) Hoy 生成 的 随机 过 程 X, 即 
X(t) = BP ((K5) ^ Ia). 
由 于 
E(X(t)X(s)) = E[BP (K4) 1,4) BP (Kix) 10,4) 
= (K4) pg, (KY) osl)H 


= (It,g; To,s]) r2 
—s^t, 


557 H (pP 38-5) (s) rg a (s). 


(1.4.13) 


(1.4.14) 


(1.4.15) 


(1.4.16) 


(1.4.17) 


DLE X(t) 是 一 个 连续 的 高 斯 过 程 知 , X 是 标准 的 布朗 运动 . 类 似 地 , 考虑 由 Kio, 


生成 的 随机 过 程 , 则 有 


_ 有 4 分数 布朗 运动 及 其 随和 积分 0000000000 cB 


T 
B" (K51p,4) = BY (Ku(t,s)Ip,g(s)) = BP (t) = J KI 0,4B(s) 
0 
- n ' Kult, s)\dB(s). 
0 
于 是 得 到 了 用 布朗 运动 积分 表示 的 分 数 布朗 运动 第 二 类 Wiener 积分 的 等 式 . 
引 理 1.4.2 设 万 > 5, 则 对 任意 的 o c H, 
T 
BH (4) = 7# (9) = f (Ki, 4)(s)dB(s). (1.4.18) 


ER Wiener 积分 是 对 非 随机 的 被 积 函数 类 来 定义 的 , 也 可 将 其 定义 扩展 至 随 
机 被 积 函数 类 上 . 


定义 1.4.9 GXH» 3 随机 过 程 ulw) : 0, T] > H 满足 Kyu 关于 标准 布朗 
运动 Skorohod TAR, WT Z 3L u 关于 分 数 布朗 运动 的 Wiener 积分 为 
T 
B (u) = f (Ki,u)(s)5B(s), 
Ü 
其 中 右 端 为 布朗 运动 的 Skorohod 积分 . 
下 面 考虑 0 < H < 5 的 情形 . 对 于 阶梯 函数 类 6, 其 内 积 为 
(iot To, e = Ru(t,s), O<t,s <T. (1.4.19) 
定义 线性 映射 i 为 
ag: (£, (, Ja) >H, To > Ratt, 9r 
WW (£, C, yg, i2) 29 H 的 表示 . 


记 H = (E, 06) EXA 0«H« ; Hj, v € H 的 Wiener 积分 为 等 距 映 射 


io 的 延 拓 
BP H 一 LPH): Io > B” (t). 


附注 1.4.7 8 
T T 
H(2H —1) n n Tio. (Jio, (v)]u — v|? -dudu = Rar(t, s). 
0 0 


因此 ,上面 定义 的 内 积 与 H> 5 时 的 担 结 内 积 的 定义 是 一 致 的 
当 0 < H < E 时 , 可 类似 通过 标准 布朗 运动 的 随机 积分 来 表示 分 数 布朗 运动 
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的 随机 积分 . 将 核 函数 改 成 分 数 导 数 形式 : 
Kui(t, 5) = bat (H+ JA DE - uH O 
考虑 线性 算 子 K} :€ LT] 


OKy 
Ot 


T 
(9) = Ka (T, s)9(9) + f HO - 99) 
特别 地 , 34 y = Toy 时 ， 


H (t, s)dt. 


(KfIj,q)(s) = Kat, s), (s). 
因此 ， 


t^s T 
Ru(t, 8) -f Kult,u) Kun(s, u)du -上 Kitty (Ki lo, (u)du. 
0 


利用 算 子 Ky, 可 引入 一 个 从 H 到 L200, T] 的 等 距 同 构 . 注意 到 
(DE Fuk Viog(s) = (DÀ u" 1a) (9). 
因此 
(rs) = bur (H+ $ JAE DR (ul ity" 
由 分 数 阶 微 积分 的 性 质 可 得 


1_H 


(X3) (9) = zy sR P7 f())() 
bul (H+ 5) 


AA 
= (Kg)! G2[o, T] = 727 


FE Kt 在 下 面 内 积 下 完备 : 


(Co T), 


T 
Gorn = | EENOK ns 
Ü 
附注 1.4.8 H 中 的 内 积 还 可 以 用 分 数 阶 微分 来 表示 
)L 2, 


(fg) = (D> P f, Di", 


其 中 en -eanr(m + z) fige H. 


(1.4.20) 


(1.4.21) 


、 1 

附注 1.4.9 5. 5 H 时 , C70, T] CH, 其 中 Cn A y 阶 Holder 连续 的 
CECE i 

如 同 H > 5 情形 , 可 定义 Wiener 过 程 


B(t) = BFE((KS) low) 
和 分 数 布朗 运动 的 积分 表达 式 
s^ = [ Ku, saB(s) (1.4.22) 
命题 1.4.5 当 0 < 及 <5 时 , 任意 的 被 各 函数 V EH = I UTI) 的 
关于 分 数 布朗 运动 的 Wiener 型 积分 有 如 下 表达 式 
T 
B"()- | (Kiv)(QABE) 
0 
下 面 定义 乘 性 分 数 布朗 运动 的 随机 积分 
T 
f G(u(s))a8” (s). 
a ERA, rui, cr, 届 


= (友人 用 是 可 分 空间 , a € (0,1), 0 < a <b <T, Bj. (s) = 8” (s) — 8" (b), 当 
woe wt 定义 Weyl 右 导 数 为 


Dox f(t) = : — US e + TE r% d ar); 


Weyl 左 导 数 为 
。 (De / £0 /一 了) 
Di = grs (gee tel Roe): 
Seep, TET BR 


当 $e L1 (0, T); V) 时 , 定义 o- HP Riemann-Liouville 右 积分 为 
15.90) = Fay | 67 971 9004N 
a- 阶 Riemann-Liouville 左 积 分 为 | 


B00 = FE fo corteo 
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则 有 
De. It. = d. 
这 样 定 义 的 a- BY Riemann-Liouville 积分 的 好 处 在 于 , 当 a 为 整数 时 , 与 通常 
的 Riemann 积分 一 致 , 而 当 o 为 分 数 时 , 可 以 将 对 o 的 a 阶 积分 转化 为 对 参数 
t-A Ha- 1 RRA. 
注意 到 对 加 性 分 数 布朗 运动 的 随机 积分 , 不 需要 细致 分 析 可 积 函数 类 , 而 对 于 
T 
乘 性 分 数 布朗 运动 的 随机 积分 , 要 定义 f G(u(s))d6" (s), 需要 确定 可 积 函 数 类 . 
0 
下 面 参考 文献 [17| 和 [18] 中 的 随机 积分 定义 . 
"AT SO 时 , 定义 We (0,T; V) 为 由 可 测 函 数 f: 0,7] — V. 组 成 的 集合 并 
满足 > 
"n J (uo . Uf) - fen "M 


(=a 


其 中 , Eua WE O<a<5,1-0<H, 


根据 文献 [25] 的 定义 可 知 , 假设 f e W%1(0,T;V), 当 0<s<tgT 时, 定义 
广义 的 Stieltjes 积分 


T T 
n fag" = iy f Dg. GO) DIS 8I (9s, 
0 0 
t T 
f fap" = [ f Lesap". (1.4.23) 
由 文献 (25) 可 知 , 随机 积分 (1.4.23) 存在 , 并 且 满 足下 面 重要 不 等 式 
T 
n fap” | < AT (Bf, (14.24) 
0 


PETI (1-23) 时 ， 
1 (87 (s) — B? (t)| * (87 (n) — 8" (s) s 
Ma” (0) = rq — ra) E! tonne tj me 5 ) 
注意 到 AGT (87) 在 全 测 集 上 是 有 限 的 , 并 且 关 于 {0}ser 是 不 变 的 . 
下 面 对 无 穷 维 分 数 布朗 运动 BH 来 定义 随机 积分 . 
令 L(V) AV 上 的 线性 有 界 算 子 组 成 的 空间 , G : Q x [0,7] ^ LV), 对 每 个 
ic N, wed, Glu, Jes € W*(0, T; V). 下 面 定 义 


T oo T eo T 
sjdw = 2e,dBH (s) = `i | G(s)eidBE (s). (1.4.25 
n GG = > n G(s)Q aa) Y X n (sled G(s). (1.4.25) 


i=l 
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引 理 1.4304 E21 如果 SO VN < oo. 则 对 所 有 的 wen, 对 每 个 G : 


i=l 


Q x [0, T] + L(V), G(w, Je: € W** (0, T; V), 随机 积分 (1.4.25) 是 有 定义 的 , 并 且 
T 
| f. east] < AS") sup Gela, w e 0, 
0 i 
其 中 , AXT (w) = V^ VIAST (BP). 
i=1 
引 理 14.4099 5 对 任意 的 abre R, 当下 面 的 随机 积分 有 意义 时 , 下面 
的 平移 性 质 成 立 , BP 
b b—r 
[ eWay) = [G6 269. 


Hac (1-m,3)7e [a;1 一 Q),o 2 1 Ff, 定义 we (0,T;V) 为 


WP (0,T;V)- (slc : [0,7] — V 是 可 测 函 数 , B. |lzllan < oo), 
zt “lz 的 一 zl 
HH —azir 
lelama = spe" (le en me ar), 
则 We:2*(0, T; V) 是 一 个 Banach 空间 . 
再 定义 一 个 函数 空间 
Wes (0,T;V) = (v(t) € L(V): ME i v(Jei € Wag (0, T; V), 


lv CJeilla.me < cof. 


引 理 1.4.5(18l 引 理 7 Bac @ 一 已 JL 21,70€ [o,1- o), NA 


(1) Hh o EO, v € Wr T at, 则 有 
n S(t — r)v(t)dw(t) 
0 


其 中 , AA w ED, lim Ci(ADT (w), 0) = 0. 
(2) HTM BAL v: [0,7] 5 V 满足 sup [DI < oo at, 则 有 
€10, 


< OAG (w),0) sup Ilv(t)eillo,no; 


CT 


f ‘s(t Jonjdr 


AP, lim C2(o) = 0. 
g—oo 


< C2(0) sup e “lw 人 的 | 
tc[0,T] 


Oy, 


81.5 附录: Nuclear 算 子 和 Hilbert-Schmidt 算 子 


定义 1.5.1 #ÄF T € L(U,H) 为 Nuclear HF, 如果 存在 H 中 的 序列 
(aj)jeN RU 中 的 序列 (bj)yen, 使 得 对 任意 的 2 CU, 


Tx = > a(b su, M azl Hayle < co. 
j=l jEN 
称 LA(U, H) 为 所 有 从 U 到 H 的 Nuclear 算 子 构成 的 空间 , HU = A, T | 
L (U, H) 还 是 非 氏 的、 对称 的 , 则 称 了 是 迹 类 算 子 . 
WH 1.5.1 空间 (U, H) 装配 范 数 


IT ll icu, := inf { Slay: laile | Te = S14; (bj,2)u,2 € u} 
jeN j=l 
是 Banach 空间 . 
定义 1.5.3. d T € L(U), ex, k EN 是 U 的 一 组 正 交 基 , HELFT 的 
Tr T := > (Ter, ex)u- 
kcN 
命题 1.5.3 iE T € LA(U), H Yr T RRMA GE XE ex, KON 的 选择 , VR 
是 适 定 的 . 而 且 有 
[Tr TI < [Tl s qo» 
XXL 1.5.3 He ke N RU fg —H iE XO. RFT € L(U, H) 称 为 是 
Hilbert-Schmidt 的 , 4e X 
ess Tex) « oo. 


keN 
MU 到 五 的 所 有 Hilbert Schmidt 算 子 构成 的 空间 记 为 LU, H), 其 上 的 范 
数 为 


(Tl zou un := (x ime) . 


KEN 
命题 1.5.3 (1) Hilbert-Schmidt 算 子 的 定义 和 范 数 


i 
2 
[Tl n; = Plaque) := (x: iru) 
kEN 


不 依赖 于 正 交 基 er, KEN 的 选择 , MLA ITem = IIT" naar 


参考 文献 PS 


(2) IT law.) < Teacw, nm): 
(3) 设 G 是 另 一 个 Hilbert 空间 , $; € L(H,G), S2 € L(G,U), T € La(U, H), 


则 ST € Lo(U,G), TS € L3(G, H), A 


lS YT zio) € IIl nor oT loa zn; 


IT S2] rico, m < ||P Ile, zl Sl rac. o: 
(4) 设 S,T € L(U, H), ex, ke N 是 U 的 一 组 正 交 基 . 定义 


(T, S)r, = 》 (Ser, Ter); 


kcN 


则 空间 (Lo(U, H), 6G) ,) 是 一 个 可 分 Hilbert 空间 . X fr KEN XH 的 一 组 正 交 


基 ， 


则 f; S ex:- filer )u, jk EN X Lo(U, H) 的 一 组 正 交 基 . 


(5) # Qe LU) 是 非 负 的 、 对 称 的 , 则 恰 存 在 一 个 非 负 的 对 称 算 子 Qi € LU), 


满足 QEOQ?=Q. 进一步 地 , € TrQ < oo, N) Q? € LU) E. |Q*]7, = YQ. 由 
(3) 知 对 任意 L € L(U, H), LoQ? € L;(U, H). 


参考 文献 


Dong Z. The uniqueness of invariant measure of the Burgers equation driven by Lévy 
processed. Journal of Theoretical Probability, 2008, 21(2): 322-335. 

Flandoli F. Dissipativity and invariant measures for stochastic Navier-Stokes equation. 
NoDEA, 1994, 1: 403-423. 

Ferrario B. Ergodic results for stochastic Navier-Stokes equation. Stochastics and 
Stochastics Reports, 1997, 60: 271—288. 

Da Prato G and Zabezyk J. Stochastic Equations in Infinite Dimensions. Cambridge: 
Cambridge University Press, 1992. 

Da Prato G and Zabezyk J. Ergodicity for Infinite Dimensional Systems. Cambridge: 
Cambridge Univ. Press, 1996. 

Da Prato G and Zabczyk J. Convergence to equilibrium for classical and quantum spin 
systems. Probability Theory and Ralat. Fields, 1995, 103: 529-552. 

Robinson J. Infinite-Dimensional Dynamical Systems, An Introduction to Dissipative 
Parabolic PDEs and Theory of Global Attractors. Cambridge University Press, 2001. 

Teman R. Infinite-dimensional Dynamical Systems in Mechanics and Physics. NewYork: 
Springer-Verlag, 1988. 

Xu T and Zhang T. Large deviation principles for 2-D stochastic Navier-Stokes equa- 
tions driven by Lévy processes. Journal of Functional Analysis, 2009, 257: 1519-1545. 


58 - 第 1 章 随机 过 程 与 随机 积分 


[10] Zheng Y and Huang J H. Ergodicity of stochastic Boussinesq equations driven by Lévy 
processes, preprint. 

[11] Mandelbrot B B, Van Ness J W. Fractional Brownian motions, fractional noise and 
applications. Siam Rev., 1968, 10: 422-437. 

[12] Biagini F, Hu Y, Oksendal B, Zhang T. Stochastic Calculus for Fractional Brownian 
Motions and Applicationm. London: Springer-Verlag, 2008. 

[13] Samko 8 G, Kilbas A A, Maricher O I. Fractional Integrals and Derivatives: Theory 
and Applicications. Fordon and Breach Science Publishers, 1993. 

[14] Pipiras V, Taqqu M S. Are classes of deterministic integrands for fractional Brownian 
motions on à interval complete? Bernolli, 2001, 7: 873-897. 

[15] Decreusefond L. Stochastic integration with respect to fractional Brownian motion / / 
Theory and Application of Long-Range Dependence. Birkhauser Boston.M.A., 2003: 
203-226. 

[16] Alòs E, Mazet O, Nualart D. Stochastic calculus with respect to Gaussian porcesses. 
Ann. Probab., 2000, 29: 766-801. 

[L7] Garrido-Atenza M, Lu K L and Schmalfuss B. Unstable invariant manifolds for stochas- 
tic PDEs driven by a FBM. J of Differential Equations, 2010. 

[18] Garrido-Atenza M, Lu K L and Schmalfuss B. Random dynamical systems for stochas- 
tic partial diffusion equations driven by driven by & FBM. Discrete and Continuous 
Dynamical Systems-B, 2010, 14(2): 473-493. 

[19] Mandelbrot B B and VanNess J W. Fractional Brownian motions, fractional noise and 
applications. SIAM Rev., 1968, 10: 422-437. 

[20] Biagini F, Hu Y, Qksendal B, Zhang T. Stochastoc Calculus for Fractiona Brownian 
Motions and Applications. London: Springer-Verlag, 2008. 

[21] Peszat S and Zabczyk J. Stochastic Partial Differential Equations with Lévy Noise: 
Evolution Equation Approach. Cambridge University Press, 2009. 

[22] Prevot C and Rockner M. A Concise Course on Stochastic Partial Differential Equa- 
tions. Lecture Notes in Mathematics. Berlin, Heidelberg: Springer- Verlag, 2007. 

[23] Prieler K and Knoche C. Solutions of Stochastic Differential Equations in Infinite 
Dimensional Hilbert Spaces and Their Dependence on Initial Data, Diploma 'Thesis. 
Bielefeld University, 2001. 

[24] Maslowski B and Nualart D. Evolution equations driven by a fractional Brownian 
motion. Journal of Functional Analysis, 2003: 277-305. 

[25] Zahle M. Integration with respect to a fractal functions and stochastic calculus (1). 
Probab. Theory Related Fields, 1998, 111: 333-374. 


第 2 章 随机 动力 系统 


本 章 通 过 对 动力 系统 、 非 自治 动力 系统 和 随机 动力 系统 基础 的 介绍 , 讲述 确定 
动力 系统 以 及 随机 动力 系统 研究 的 内 容 和 基本 方法 . 


§2.1 动力 系统 概述 


牛顿 力学 主要 研究 物体 的 位 移 随时 间 变 化 的 规律 , 动力 学 提供 了 描述 系统 随时 
间 演 化 的 复杂 长 期 行为 的 基本 概念 和 工具 . “动力 系统 ”最 早 是 指 由 古典 力学 导出 
的 微分 方程 所 描述 的 力学 系统 ,其 基本 任务 之 一 是 研究 方程 的 解 或 系统 轨道 的 定 
性 、 渐 近 、 长 期 行为 性 质 , 尤其 是 对 系统 稳定 性 的 研究 . 对 动力 系统 定性 理论 的 研 
9,1, 始 于 19 世纪 末期 , 以 Poincaré 于 1890 FRERE Acta Mathematica 上 对 三 体 
问题 的 研究 的 论文 Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique 
为 重要 的 标志 [1, 其 系统 地 讨论 了 诸如 稳定 性 、 周 期 轨道 等 常 微分 方程 定性 理论 的 
内 容 . Lyapunov 进一步 发 展 了 常 微分 方程 稳定 性 理论 , 引入 了 能 量 函 数 (Lyapunov 
i$) 与 特征 函数 (Lyapunov 指数 ) 的 概念 29]，Birkhof 扩展 了 动力 系统 的 研究 ， 
在 1913 年 证 明了 Poincaré 所 声明 不 可 证 明 的 针对 限制 性 三 体 问题 的 Poincaré 最 
后 定理 , 引进 了 动力 系统 运动 极 小 集 、 回 归 集 等 概念 , 证 明了 其 存在 性 . 他 在 对 动 
力 系统 的 研究 中 引入 泛 函 分 析 的 技巧 , 随 着 以 他 的 名 字 命 名 的 遍历 理论 的 建立 , 开 
辟 了 动力 系统 研究 的 新 时 代办 ,从 1931 年 起 , Markov 总 结 了 Birkhoff 的 动力 系统 
理论 , 正式 提出 动力 系统 的 抽象 概念 . BUE, 前 苏联 学 者 在 这 一 领域 所 开展 的 研究 
进一步 推动 了 动力 系统 理论 的 发 展 . 我 国学 者 麻山 涛 院士 采取 对 常 微 系统 直接 接触 
的 方式 , 从 根本 上 提出 了 “典范 方程 组 ”和 “阻碍 集 ” 的 概念 , 并 以 此 为 核心 , 形成 
了 独特 的 研究 体系 , 与 西方 学 派 相得益彰 , 为 微分 动力 系统 的 研究 做 出 了 重大 贡献 . 

近代 动力 系统 的 理论 始 于 Kolmogrov, Smale, Anosov 等 的 工作 , 参见 文献 [22]. 
近 三 十 年 来 受 物理 、 力 学 、 大 气 科学 以 及 数学 的 共同 影响 , 人 们 掀起 了 对 无 穷 维 动力 
系统 的 研究 , 并 取得 了 长 足 的 发 展 , 涌现 了 大 量 的 研究 论文 和 专著 . 无 穷 维 动力 系统 
也 自然 地 由 研究 时 滞 微 分 方程 产生 , 例如 Hale, Verduyn Lunel, Diekmann, vanGils, 
Verduyn Lunel, Walther 等 的 工作 . Smale, Ruelle, Takens 等 的 研究 表明 耗 散 动力 系 
统 的 混沌 行为 能 够 通过 时 间 的 渐 近 (t — co), 系统 轨迹 的 一 个 奇怪 吸引 子 来 加 以 解 
XÉ. Temam 通过 对 无 穷 维系 统 长 期 演化 行为 (潮流 ) 的 研究 表明 , 由 于 现象 的 复杂 
性 随 着 系统 复杂 性 的 增加 而 增加 , 因而 可 以 通过 对 连续 力学 或 连续 物理 学 中 系统 复 
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杂 性 的 研究 来 研究 客观 志 界 各 种 现象 的 复杂 性 . 基于 相似 性 原理 , 人 们 已 经 成 功 地 
将 有 限 维 研究 中 的 有 关 概 念 、 技术 适 当 的 加 以 修改 , 并 将 其 成 功 地 应 用 到 无 穷 维 随 
机 演化 方程 生成 半 群 的 研究 中 , 而 且 也 成 功 地 探索 并 发 展 了 将 有 限 维 与 无 穷 维 结合 
起 来 加 以 研究 的 理论 与 技术 , 如 Hale, Temam, Babin, Vishik, Ladyzhenskaya 等 的 
工作 . 

在 这 些 研究 中 , 两 个 已 有 的 数学 分 支 在 其 中 发 挥 了 重要 的 作用 : 

其 一 , 常 微分 方程 的 定性 分 析 理 论 及 与 其 紧密 相关 的 动力 系统 的 有 关 理 论 ; 

其 一, 偏 微分 方程 理论 ， | 

在 实际 的 应 用 中 经 常 遇见 的 动力 系统 分 为 两 种 类 型 ， 时 间 域 为 离散 的 (例如 
te N R tez) 离散 动力 系统 与 时 间 域 连续 的 (例如 te R) 连续 动力 系统 . 

定义 2.1.1 ”一 个 映射 W(z) RSX — X 称 为 集合 X. 上 的 一 个 流 , 如 果 对 
任意 sticR, x € X, 满足 条 件 

(i) go(z) = z, WEP vo = Id. 

(i) 952) = 9, (9«(2)). 

de X Lu GUDUM te Rt MA, MAR (m) 为 一 个 半 流 . 

其 中 , 空间 X 被 称 为 状态 空间 (State Space) A48 Z i] (Phase Space), 它 可 以 
具备 一 些 结构 特性 , 例如 可 以 是 高 维 欧 几 里 得 空间 中 的 一 区 域 , 也 可 以 是 一 测度 空 
间 、 托 扑 空间 、 光 滑 流 形 或 者 无 穷 维 Banach 空间 等 , WRX 是 拓扑 空间 ,而 映射 
O(c) 连续 , 则 称 之 为 连续 流 (或 连续 半 流 )， 此 时 O 也 被 称 为 空间 KX 上 一 个 连续 
( 半 ) 动力 系统 . 

JdeX X 上 有 Cr 微分 结构 , Lol) 是 7 次 可 徽 的 , 则 称 其 为 C” 流 . 

如 果 时 间 域 取 值 为 加 (或 Z1), X 是 拓扑 空间 , 而 (n) RT cB, MARI A 
X 上 一 个 离散 CE) 动力 系统 . 


§2.2 ”可 测 动力 系统 


本 小 节 先 给 出 测度 空间 的 基本 概念 , 参见 文献 [21], (34]. 

定义 2.2.1 ”给 定 非 空 集 合 X, 满足 以 下 条 件 的 X 的 子 集 集合 B, MHA X 的 
FRH o- 代数 : 

(i) X € B; 

(ii) de X. BE B(X), 则 X VB € 35; . 

(iii) 如 果 对 任意 n € Nn 2 1, B, € B, 则 U, Bn c 5B. 


X m xke X d o- 代数 , WHA (X, 98) 为 可 测 空间 , FAR B 中 的 任 
意 一 集合 为 可 测 集 , 也 称 作 X 中 的 8 TR 
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A LARRA uS o RY 满足 条 件 : 
(i) u(2) = 0; 
Gi) (可 列 可 加 性 ) 对 于 任意 一 列 互 不 相交 的 集合 ACB i=1,2,-, AE 


y n=) 
B, RSL u ( U A) = 》 u(A), 
r= n-i 


则 称 u 为 可 测 空间 (X,B) 上 的 测度 . 同时 , 称 三 元 组 (X, B, u 为 测度 空间 . wR 
c- RKB 包含 所 有 测度 为 0 的 集合 X 的 子 集 , 则 称 测度 空间 (X, B, yu) 是 完 
的 . 特别 地 , 如 果 uX) = 1, 则 称 测度 空间 (X, B, u) 为 概率 空间 , 而 称 测度 1 为 概 
mp A. 

显然 , 由 定义 可 知 当 可 测 空间 (x,9) 上 的 测度 j 满足 uX) < +00 时 , 总 可 


以 定义 概率 测度 所 = OD 使 得 (XB, 0) 成 为 概率 空间 . 这 也 是 在 对 拓扑 动力 系 


统 的 研究 中 可 以 仅 限于 在 概率 空间 中 加 以 研究 的 一 个 重要 的 原因 . 

对 给 定 非 空 集合 xy 通常 应 用 包含 x 的 子 集 的 集合 T 的 最 小 o- 代数 B RH 
造 可 测 空间 . 然而 , 困难 之 处 在 于 按照 这 种 构造 并 不 能 确定 X 的 哪些 子 集 在 所 构 
造 的 o- 代数 BB. 进而 , 在 可 测 空间 (X,98) 上 定义 测度 时 , 可 以 首先 考虑 中 
集合 的 测度 取 值 , 然后 将 它们 扩展 到 对 95 中 其 他 集合 的 测度 的 取 值 上 . 由 于 通常 
并 不 具备 对 o- 代数 足够 充分 的 信息 , 需要 进一步 扩展 o- 代数 对 集合 的 描述 , AF 
代数 与 代数 的 定义 . - 

定义 2.2.2 RRS X 的 子 集 构成 的 集合 T 被 称 为 半 代 数 , 如 果 成 立 : 

(i) SEY; 

(i) A A, BET, f An Be 3; 

(iii) 如 果 ACT, M XV A— UB, 其 中 EcCTi-12,-,n 并 且 两 两 不 交 . 


称 非 空 集合 X 的 子 集 构成 的 集合 4 为 代数 , 如 果 成 立 : 

(3 SEA; 

(i) de X A, B € A, fJ AQ B € A; 

(ii) 如 果 ACA, B] X VA € A. 

附注 2.2.1 “由 定义 不 难看 出 , 每 一 个 o- 代数 是 一 个 代数 , 每 一 个 代数 是 一 个 
ERK, 

由 于 任意 集合 X 的 任意 代数 的 交集 仍然 构成 了 集合 X 的 子 集 的 代数 , 因而 集 
£X 的 子 集 的 集合 生成 代数 的 说 法 是 有 意义 的 . WE RR X 的 子 集 生成 
的 半 代 数 , 在 通常 情形 下 可 能 X à x, 然而 X 总 可 表示 为 中 有 限 多 个 非 交 集合 
Ey, E>, , En 的 并 集 , X = U Ei, 参见 文献 34]. 


定理 2.2.1 集合 X HFRHERKT ERHRKAT) 是 由 可 表示 为 有 
限 多 个 互 不 相交 的 X WER ALA An BHR ÜA 的 形式 的 X OTR 
E= Ú A 构成 的 

集合 X 的 子 集 的 代数 乌 生成 的 o- 代数 BA) 是 所 有 包含 则 的 集合 和 H o- 
代数 的 交集 . 

度量 空间 的 有 界 性 依赖 于 空间 的 度量 , 而 度量 空间 的 紧 致 性 依赖 于 拓扑 结构 . 
给 定 度量 空间 (X,d), 称 X 为 有 界 的 , 如 果 存 在 + > 0, 使 得 对 于 任意 xz,y € X, 
WAT day) < +， 其中, 称 最 小 的 r 为 空间 X 的 直径 . 称 度量 空间 (X, d) 是 完备 
的 , 如 果 对 于 X 中 任意 一 Cauchy 序列 {zn} ( 即 任意 e > 0, 存在 N(e), 对 于 任意 
m,n 2 N(e), 成 立 d(an,tm) < e), 存在 x € X, 成 立 Jim tn = Zz. 对 于 度量 空间 
(X,d) 中 任意 一 点 x € X, 给 定 7 < Rr > 0, 将 以 z 为 球 心 , r 为 半径 的 开 球 记 作 
B(z,7) = {y € X :d(z,y) <r}. 这 些 开 球 生成 了 空间 X 上 的 拓扑 , 使 之 成 为 拓扑 
空间 . 称 集合 A CX 为 开 集 , 如 果 集 合 A 可 以 表示 为 (有 限 或 无 限 ) 开 球 的 并 集 , 
进而 称 开 集 A 的 补 集 Ac 为 闭 集 . 称 度量 空间 (X, d) 为 预 紧 致 的 或 者 完全 有 界 的 ， 
如 果 对 于 任意 > > 0, 存在 有 限 多 个 半径 为 + 的 开 球 , 它们 的 并 集 覆 盖 X 

对 紧 致 度量 空间 的 刻画 , 有 如 下 定理 : 

定理 2.2.2 (Heine-Borel CH, 完全 覆盖 定理 ) ”一 个 度量 空间 是 紧 致 的 , SH 
仅 当 它 是 完备 并 且 完 全 有 界 的 . . 

接 下 来 给 出 紧 度量 空间 的 拓扑 性 质 . 

引 理 2.2.1 (Lebesgue 覆盖 引 理 ) ”给 定 一 紧 度量 空间 (X,d), AA X 的 一 开 
Až o, 则 存在 5 > 0, 使 得 对 于 X 中 任意 直径 小 于 或 者 等 于 6 LESTIE 
a f X FE, 

HERR ”由 给 定 条 件 中 x 的 紧 致 性 , 不 妨 假定 a = {41, A Ap} 为 X 的 有 限 
HE xc U A, 采用 反 证 法 , 假定 引 理 的 结论 不 成 立 . 则 对 任意 ne Nin > 1, 存 


在 集合 B, c X, 满足 diam(B,) < Z, 但 B, 不 是 任何 A; 的 子 集 . 选取 zw € Bn, 则 


生成 序列 {on}. 由 B 的 性 质 可 见 序列 {zn} 为 Cauchy 序列 , 进而 由 X. 的 完备 性 ， 
存在 子 序列 {Tn} 以 及 rex 成 立 „EA, Ean, z) = 0. 而 a= {A1, A2, tU , Ap} 
A X BUFAR, 不 芒 假 定 ze4j Ca. 令 a=d(x,X\A;), 则 有 a > 0. 选取 ni, 使 
得 d(zm,z) < 5, 如果 ye Br, WH 


1 
d(y, x) < d(y, Eni) + d(xn, 7) < " + 5 <a. 


进而 有 Bu C Aj, 得 出 矛盾 . 口 


§2.2 ”可 测 动 力 系统 - 63 - 


"定义 2.2.3 给 定 一 概率 空间 (0,8, P), de X RR ÁEO:R x 0 QI ATTI 
Td 

(i) (可 测 性 ) 映射 (6,0) 一 Iw A (BR) 69 3, 8)- TMA; 

(ii) ( 单 参数 群 特性 ) Vo = Id, 09,09; = Dipa, t8 € R; 

(ii) ( 保 测 性 ) P(9; B) = P(B), Be Zt ER, 

则 称 四 元 组 (0,8, P, (Hjir) 为 定义 在 概率 空间 (Qu, P) E, HARA R 的 可 测 
动力 系统 . 

集合 BETRA d- 不 变 的 ， 当 且 仅 当 对 任意 te 取信:B= B. 

如 果 对 任意 0- FRE BEF, P(B) = 0 X P(B) = 1, 则 称 可 测 动力 系统 
(0,8, P, (Other) 在 概率 P 下 是 遍历 的 . 

由 定义 可 见 , 可 测 动力 系统 (2,8, P, (94)zeR) 是 由 概率 空间 (0,5, P) Raw, 
可 测 的 保 测 变换 群 0,: 0 一 O,t c R 共同 构成 8E 0, (1 c R) 在 Hilbert 空间 
H = L7(0,%, P) 按照 以 下 公式 

U,£(w) = El), EE ENH,w €Q,tcR, 

定义 2.2.4 “可 测 动力 系统 (O8, P, (9i)teg) 被 称 为 是 连续 的 ， 如果 对 任意 
EEH, 

lim Usé = €. 

由 于 在 应 用 中 , 人 们 通常 不 太 在 意 所 研究 的 系统 的 瞬时 状态 , 因而 可 以 假定 所 
研究 的 过 程 在 对 系统 的 观察 之 前 已 全 部 完成 ， 正 是 在 这 种 意义 下 , 对 可 测 动力 系 
统 中 对 外 部 扰动 的 模拟 过 程 在 某 种 意义 上 是 稳定 的 假设 是 合理 的 . 同时 , 单 边 时 间 
(时 间 区 域 为 R+) 可 测 动力 系统 均 可 自然 地 扩充 到 整个 实 直 线 时 间 区 域 上 (时 间 区 
域 为 R)U. 因而 , 在 研究 中 通常 将 时 间 域 取 为 整个 实 直 线 . 

例 2.2.1 WI NQ = {w € C(R,R"),w(0) = 0), 大 为 定义 在 OQ 上 的 o- 代数 ， 
P 为 相应 的 (Wiener) MA, 则 概率 空间 (Q, F, P) 被 称 为 Wiener 空间 . 定义 

hwl) = w(t4--) —w(t), weg. 


不 难 证 明 (Q, F, P, (Oher) 是 一 可 测 动力 系统 ,并 且 这 一 系统 在 概率 P FRB 
历 的 . 
{i 2.2.2 给 定 n 之 1 为 一 任意 整数 ， iW, = (W},W?,--- Wy?) :te R, Wo = 
0) 为 定义 在 概率 空间 (Q, F, P) 上 的 n- 维 双 边 R"- 值 布朗 运动 . 定义 
dwl) =wt+-)-wlt), we. 


不 难 证 明 (0,8, P, Oier) 是 可 测 动力 系统 , 并 称 94 在 概率 P 下 是 遍历 的 . 
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连续 动力 系统 的 轨道 是 状态 空间 X 中 由 时 间 t 参数 化 的 一 条 曲线 , 曲线 上 的 
方向 为 时 间 增 加 的 方向 . 离散 动力 系统 的 轨道 是 状态 空间 X 中 按 增加 整数 计算 的 
点 列 . 众所周知 , 动力 系统 理论 的 一 个 主要 的 目的 就 是 研究 方程 轨 线 随时 间 演 化 的 
长 期 动力 学 行为 . 紧 不 变 集 , 尤其 是 紧 v- 极限 集 的 研究 是 动力 系统 定性 理论 的 一 
个 中 心 课题 . 

定义 2.2.5 Ba eX RACK, 定义 系 统 轨道 的 ro 或 A 的 w- 极限 集 


如 下 
we(Zo) = a J Vero, 


s20tzs 
或 者 
wal A) = [I LJ A. 
s20 ts 


类 似 地 , 当 系 统 轨道 的 a- 极限 集 存在 时 ,， 有 系统 轨道 的 zo RA WH o- 极限 集 


的 定义 如 下 
Qs (0) = N U 0 1zg, 
sxotss 
或 者 
asl A) =f) UU ot, 
sx0tss 
其 中 , 以 上 闭 包 在 空间 X 中 取得 . 
进而 有 系统 轨道 的 极限 集 的 定义 : 
LW) = |] (ws(z) U es(z)). 
LEX 


附注 2.2.2 ”由 定义 不 难看 出 , z c o(A) 的 充分 必要 条 件 为 ,存在 序列 (nsus 
zn € A 以 及 序列 {tn }nstn > +00, 使 得 


Oi Tn X, Nn -> oo. 


假定 ro 7135) A (X, B, p (Her) 的 平衡 点 ， 则 其 轨道 以 及 w- 极限 集 均 
等 于 集合 {xo}. 

定理 2.2.39) ”给 定 可 测 动 力 系 统 (X, B, u, (Oher) 对 任意 TEX, 系统 轨 
道 的 w- 极限 集 wole) 及 a- 极限 集 asle) 都 为 d- REHAR. 进一步 , 如 果 空 间 
X 是 紧 致 的 , 则 系统 轨道 的 w- 极限 集 ws(z) Ro MRK aol) 都 是 非 空 的 . 

定义 2.2.6 ”给 定 可 测 动力 系统 (X, B, u, (Viher) 假定 在 空间 X ERATE 
离 d, 使 得 (X,d) 成 为 度量 空间 , 集合 A CX 被 称 作 系 统 的 轨道 吸引 子 (简称 吸引 
子 ), 如 果 以 下 条 件 成 立 : 
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(i) AX 0- REH, IHES t0, UA) = A 成立; 
Gi) 存在 A KERRU C. X, 使 得 任意 uo EU, RÈ 


jim, d(9:(uo),.A) = 0, 


其 中 , X 中 点 与 集合 的 距离 定义 为 dfz,.4) = inf. d(e, y). 
- 称 集合 4C 是 可 测 动力 系统 (X, B, u, (Oher) 的 全 局 (一 致 ) RIF, WR 

A 是 吸引 空间 X 的 所 有 有 界 集合 的 紧 致 吸引 子 . 

由 定义 可 知 , 全 局 吸引 子 包 含 可 测 动力 系统 (X, B, u, (her) 的 轨道 的 所 有 可 
能 的 极限 状态 . 从 而 , 如 果 系 统 存在 全 局 吸引 子 , 那么 通过 对 限制 在 全 局 吸引 子 上 
的 动力 系统 的 研究 , 将 能 了 解 很 多 重要 的 反映 整个 原始 动力 系统 的 信息 . 此 外 , 无 
穷 维 动力 系统 所 关心 的 主要 问题 是 非 线性 发 展 型 偏 微分 方程 整体 解 的 存在 性 、 正 
则 性 、 稳 定性 以 及 解 的 长 时 间 行 为 的 刻画 .从 动力 学 的 角度 上 来 讲 , 它 所 关心 的 问 
题 更 倾向 于 系统 的 解 的 极限 状态 . 因此 , 证 明 全 局 吸引 子 的 存在 性 就 成 为 研究 无 穷 
维 动力 系统 的 一 个 基本 问题 . 

一 般 情况 下 , 有 如 下 定理 : 

定理 2.2.4 给 定 度量 空间 (X,d, RAFF f(t): X o X;t2z0, dX 

(i) f(t) 满足 通常 的 半 群 性 质 : 

{ f(t+s)=f(t)-fls), Vts 20, 


/(0) = ldx. (2.2.1) 


(ii) 对 任意 上 > 0, f(t) A-AA X 到 自身 的 连续 算 子 . 
(ii) 对 足够 大 的 t 之 0, HF f(t) 是 一 致 紧 的 , 也 即 对 任意 有 界 集合 BCX, A 
在 ty(B), 使 得 Ua FOB & X pHK. 
t 之 如 


进一步 , 假定 存在 开 集 UC X, 以 及 在 集合 UU PRHERKMARE BCU, BP 
对 任意 有 界 集 Bo CU, 存在 加 (B), 使 得 对 任意 上 2 加 (Bo), f(t)(Bo) C B 成 立 . WHR 
& B 的 轨道 w- 极限 集 A= wj(B) 即 为 吸收 所 有 集合 ML 中 有 界 集 的 紧 致 吸引 子 ， 
.4 也 为 集合 U 中 的 最 大 有 界 吸引 子 . 


82.3 遍历 理论 


动力 系统 研究 变换 对 拓扑 室 间 的 连续 或 可 微 作用 , 遍历 理论 讨论 变换 对 测度 
空间 结构 的 保持 C), 两 者 的 进步 和 发 展 密 不 可 分 . 为 了 在 动力 系统 研究 中 就 
可 以 同时 使 用 拓扑 方法 和 遍历 理论 方法 , 扩大 研究 的 范围 和 以 供应 用 的 技术 手段 ， 
Krylov 与 Bogoliouboff 提出 了 通过 在 拓扑 空间 上 赋 以 测度 结构 , 并 使 其 上 的 变换 作 
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用 能 够 满足 保持 测度 不 变 的 条 件 , 从 而 在 两 者 之 间架 设 桥梁 的 有 效 方法 , 把 动力 系 
统 的 研究 进一步 引 向 深入 . 

定义 2.3.1 HRA EATEN (X,B) 上 的 可 测 集 , 了 AZLEE LKA 
REE, 如 果 对 任意 cERR 均 有 (X : f(X) > e) € 8 AL, MABK 了 为 集合 
E 上 关于 (X,9) 的 可 测 函数 , 也 称 Sf A 已 上 的 B- TM BR. 

给 定 两 个 可 测 空 间 (X1,2951) 与 (Xo, Be), 以 及 变换 f: X > Xr, 如 果 成 立 
F (Be) c Bi, 则 称 f. 关于 Bi 一 Bo TA. 

给 定 两 个 概率 空间 (Q5 PB)i-12, 以 及 变换 f: Q 一 Q3, 如 果 对 任意 
Xo € 82, 均 有 号 (f-1(X2)) = P(X2), 则 称 变换 S ARM RR. 

给 定 概率 空间 (0,3,P) 到 自身 的 保 测 变换 F, 如 果 对 X CF, Ra 下 MUX) = 
X, MAX AERP 的 不 变 集 . 

称 概率 空间 (0,5,P) 到 自身 的 保 测 变换 F 是 遍历 的 , 如 果 对 任意 不 变 集 XC 
3, 均 有 P(X) 20 或 P(X) 21 成 立 . 

遍历 定理 研究 源 于 对 可 测 空间 上 保 测 变 换 的 轨道 观测 值 在 一 段 时 间 的 时 间 平 
均 与 在 室 间 观测 的 平均 的 关系 的 研究 . 早 在 1909 年 , Borel 在 Bernoulli 试验 中 建 
立 了 第 一 个 强大 数 定律 , 随后 Kolmogorov 针对 独立 分 布 的 情形 获得 了 相应 的 结果 . 
早期 遍历 理论 的 结果 有 在 泛 函 分 析 中 半 群 算 子 的 von Neumann 均 方 遍历 定理 与 
Birkhoff 在 几乎 处 处 意义 下 的 个 体 遍 历 定理 . Kingman 在 1968 年 推广 了 Birkhoff 
的 工作 , 得 到 次 可 加 遍历 定理 , Liggett 减弱 次 可 加 条 件 得 到 了 推广 的 次 可 加 遍历 定 
理 ，Birkhoff 迟 历 定理 是 次 可 加 人 遍历 定理 及 其 推广 的 重要 特例 与 基础 . 进一步 , 可 
以 证 明 Oledets 乘法 遍历 定理 , 从 而 更 一 般 地 引入 Lyapunov 指数 的 概念 及 其 存在 
的 充分 条 件 . ， 

定理 2.3.1(Birkhoff-Chintchin 遍历 定理 ) SETAMAN RAS, P, Oter), 
J E€ L(X,3, P), 则 存在 f* e L'(X, 8, P), 成立 

1 [T x 
Jm gj foa fe)». nes 

frohk=f*, VtER*, ae, 


以 及 对 任意 ACS, 
[rar= [ron T !A—A, ae. 
A A 


对 于 可 测 动力 系统 (X,8, P, (her) 对 任意 集合 AET, 经 常 关 心 的 问题 之 
一 是 对 任意 点 zo € X, 系统 轨道 {ygi(zo)| < Rt} 在 集合 A 中 出 现 的 频率 . 显然 ， 
(zo) € A 当 且 仅 当 xa(¥e(xo)) = 了 因而 系统 轨道 {4(zo)|t € Rt} 在 集合 A 中 


出 现 的 次 数 可 以 表示 为 /xa(9.(20)) dt， 系统 轨道 在 集合 A 中 出 现 的 相对 数 为 
0 
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T 
p], xaldelan)) at. 所 以, DAER, SRA AAN, 则 有 


T 
lim zi xA(94(zxo))dt = P(A), ae.. 


Too 


以 上 表明 , 过 几乎 空间 中 所 有 点 系统 的 轨道 落 在 集合 4 的 渐 近 相对 频率 为 P(A). 
称 集 合 TC [0, +00) 为 相对 测度 1 的 集合 , 如 果 


. 1 
im, ph n fT) = 1, 


其 中 , £4 为 RERI Lebesgue 测度 . 

轨道 的 混合 是 一 类 比 大 数 定 理 更 强 的 性 质 , 下 面 讨论 可 测 动力 系统 轨道 的 混合 
特性 . 

定义 2.3.2 ”可 测 动力 系统 (X,Y, P, (Orien) 的 轨道 被 称 为 是 划 混 合 的 , 如 果 
存在 相对 测度 1 HRS I C [0,--o0) RH , 


, lim, P(A) 0 B) = P(A)P(B), A Bes. 


Ra A(X, 8, P, (eter) 的 轨道 被 称 为 是 强 混合 的 , 如 果 成 立 
„im P(0-1(A) NB) = P(A)P(B), A, BES. 


由 定义 易 知 , 可 测 动力 系统 的 强 混 合 轨道 也 是 弱 混 合 的 . 若 可 测 动力 系统 的 轨 
道 是 弱 混 合 的 , 则 该 动力 系统 是 遍历 的 . 
定理 2.3.2 R (X, 8, P, (Orien) 为 可 测 动力 系统 , TAEA TIMER N 
(i) 系统 的 轨道 是 遍历 的 当 且 仅 当 
1 


lim = 
T-++00 T 


(i) A L6 Suid 7E 8 Lr 80 SARS 


[ POAN B)dt = PAP), VA,B c 4. (2.3.1) 
0 


T 
lim l n |[P(9 ..An B) - P(AJP(B)|dt 0, VA,Be3. 
Toto T Jo 


(ui) 系统 的 轨道 是 强 混合 的 当 且 仅 当 


T 
lim P(ó.,An B)dt = P(A)P(B, VA,B €$. 
T—-oo Jo 


WEBB ” 先 证 结论 0). 假定 系统 0 是 遍历 的 . 记 x4 为 集合 4 的 特征 函数 , 由 
Birkhof 遍历 定理 , 得 
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jim af XA(9,(u))dt = P(A), ae. 


或 者 
1 [7 
jm s | XA(Di(w))xa(w)dt = P(A)xp(w), a.e.. 
应 用 有 界 收敛 定理 ， 
T 
Jim 8 (+ EZOO at) = P(A)P(B). 
于 是 , 在 上 成 立 


jim F [n P(0 — P(A)P(B). 


即 (2.3.1) 得 证 . 
假定 (2.3.1) RX, 则 对 对 任意 ALB. € F, 存在 Ao, Bo € (3) 使 得 


ef 8 .(A) n B) )- P(A)P(B) 


«4e 十 


TES P(g_。(4o) N Bo) — P(Ao)P(Bo)|, 


故 只 需 证 明 系 统 在 F 中 结论 为 真 . 假定 23.1) 在 & 中 成 立 . 设 集合 4 eS 为 系统 
不 变 集 , 在 (2.3.1) PR B = A, 则 成 立 


P(A) = (P(A))’, 


故 P(A) =0 BK P(A) = 1, MASE. 

结论 (ii) 以 及 (iii) 的 必要 性 是 显然 的 , 下 证 充分 性 . 记 半 代数 祥生 成 的 代数 
为 A(T). A(T) 中 的 每 个 元 是 人 中 有 限 个 互 不 相交 元 的 并 , 那么 定理 中 的 极限 等 式 
E T ERYN, 也 一 定 在 A(T) 中 成 立 . 

设 A,B e $, WHER c > 0, 选择 Ao, Bo € A(T), BAL 


P(AA Ao) <E, P(BABo) <E, 
其 中 , A 表示 集合 的 对 称 差 . 对 于 任意 的 上 > 0， 
(9_,(AN B))A(8—1(Ao M Bo)) € (0-4(A)AD_+(Ao)) U (BABo), 


以 及 
P((8 ,(An B))A(9 (Ao N Bo))) < 2e. 
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进而 ， 
|P(8 .(An B)) — P(9_4(Ao N Bo))| < 2e. 
所 以 ， | 
|P(9 (An B)) — P(A)P(B)| 
«[P(8 (AN B)) — P(8-«(Ao N Bo))| + |P(9 (Ao N Bo)) — PCAo) P(Bo)| 
+ |P(Ao)P(Bo) — P(A)P(Bo)| + |P(A) P(Bo) — P(A)P(B)| 
<4e + |P(9 «(Ao N Bo)) — P(Ao) P(Bo)|: 
由 此 可 得 结论 G) 与 结论 (ii) 成 立 . 口 
定理 2.3.3 (von Neumann 遍历 定理 ) ”给 定 可 测 动力 系统 (X,F,P, (Orien). 
设 1 芯 p< œ, wR f € LP(X,& P), MAA f* € LP(X,8, P), £8 f o0 = f*, 
并 且 


lim = 0. 
Too 


1 fT 
= v) dt — f* 
| es r 


定义 2.3.3 R F 是 概率 空间 (QF, P) 上 的 保 测 变换 ,如 果实 值 函 数列 
{fn}nen 成 立 : 对 任意 m,n EN, 


fmin S fm + fuo F”, a.e., 


RY AK By HF {fn}nen 是 次 可 加 的 . 
定理 2.3.4 (Kingman 次 可 加 遍历 定理 ) ” 设 玉 是 概率 空间 (N, F, P) 上 的 保 
WER, [nhen 为 次 可 加 实 值 函数 列 . WRAL M > 0, WHEE NEN, 


~ /和 apP> —M, 
则 存在 PREGA fe L(g, P), RZ 
fens? a.e., 
Jim, “fa =f, 
以 及 对 任意 不 变 的 子 集 生成 的 o- RKACT PHRSACA, 成立 


Jim = f faP = nu int = f faar. 


定义 23.4 HF ARWAH (0,8, P) 上 的 保 测 变 换 , 称 由 映射 AN X Q5 
L(R?) 定义 的 序列 {A"(w)}nen 为 概率 空间 (0,8, P) 上 关于 已 KERR, 如 果 成 立 


Amtn(w) = A™(F"(w)) o A^(u), Ym,n EN. 


. T0 - 9h 2 3E ”随机 动力 系统 


进一步 , ko R{A™} nen CB (Nx), S8(L(R?)))- TH 89, MARE AB CA" (w) nen 
DE 

定理 2.3.5 (乘法 遍历 定理 ) ”给 定 可 测 动力 系统 (X, T, P, (D4)ten), {A™(w)}nen, 
A”: Zx X L(R") 为 可 测 上 闭 链 , 则 当 Int [A ()], Int JATH E LX, g, P) 时 ， 
存在 人 KETMR DCX RV KEAT AA s: DN, WA P(D) = 1, 
且 对 任意 rcD mi 

(3) 存在 由 实数 Xis < Xr X coc < Xs(z)z 以 及 整数 kiz, hee, uuu 组 成 的 
TÉ (xis; kiz) i12, (oy 其 中 040) : DORA v- RETA RS AIC; 

(ii) AA R” 的 直 和 分 解 


R" = Er D Es O @ Ess, 
KY, Fiz 对 x 可 测 ， E 
Al Eis = Ej(é1(x), Az Eis = Ei(0 i (x)); 
Gii) 对 任意 u E€ Eiz, 
. 1 
x(z,u) = lim —lIn|AZu|. 
nto n 


定义 2.8.5 BTM AA AR (XT P (94)ier), {42(z)jneP BX 上 关于 
9 的 上 闭 链 , uc R”, FAR 


x4(r,u)-— lim Lnyan(ayul 
n> TL 


存在 , WAR xc (m, u) 为 在 点 了 SYS u AF (0, A") 4 Lyapunov 特征 指数 . 


§2.4 动力 系统 及 整体 吸引 子 


为 便于 描述 无 穷 维 动力 系统 对 应 的 解 半 群 的 吸引 子 结构 , 先 给 出 一 些 基本 概念 
和 整体 吸引 子 的 存在 性 定理 , 这 节 内 容 参 阅 文 献 [35], [36] 和 [37]. 

定义 241 设 瑟 为 完备 的 度量 空间 , {S(t)}ezo 7 X 818 SES — AX T. 
Bp SU): X —^ X,t 2 0. 称 {S(t)}zzo 29 X 上 的 强 连 续 半 群 ,如 果 

(1) 5(0) 2 Id BX 上 的 恒 等 算 子 ; 

(2) 对 任意 的 s,t 之 0, S(t + s) = S(t)o S(s); 

(3) HH S(t)z, Y(t, £) € [0, œ) x X 是 连续 的 ， 

称 X 为 动力 系统 (X, (0) 的 相 空间 或 状态 空间 , (X, S(t) 称 为 连续 动力 系统 ， 
也 称 其 为 度量 空间 X 上 连续 算 子 半 群 , 一 般 将 半 群 记 为 {5(jtzo. WRX AR 
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性 度量 空间 , 当 dim X < oo 时 , 称 (X, S(t)) 为 有 限 维 动力 系统 ; 当 dim X = oo 时 ， 
Tk (X, S(t) 为 无 穷 维 动力 系统 . 

定义 2.4.2 it (S(t))iso 是 完备 度量 空间 X 上 的 半 群 , Bo EX 上 的 有 界 子 
集 , 如 果 对 X 上 的 任意 有 界 子 集 B, 存在 五 20, RAH tt 时 , SBC Bo, RJ 
称 Bo X EE (S(t) ioo 在 关中 的 有 界 吸收 集 . 

ENX 2.4.3 jk E Jj Banach 空间 , S(t) 为 连续 的 算 子 半 群 , WRERACE 
满足 

(i) 不 变性 : MEER S(t) HA FARRER, 


S()A=A, Vt20; (2.4.1) 
(i) 吸引 性 : ARG E P-WARK. 即 对 任何 有 界 集 BCE 有 
dist(S(t) B, A) = sup inf |l|S(t)z — yle ^0, t— oo, (2.4.2) 
reB YEA 


特别 地 , % t— oo HH, 从 uo 出 发 的 一 切 轨 线 S(tjuo KAT A, 即 有 
dist(S(t)uo, A) > 0, t oo, (2.4.3) 


则 称 A 为 半 群 S(t) 的 整体 吸引 子 . 

直观 上 看 , 整体 吸引 子 是 有 界 吸收 集 的 w 极限 集 , 如 何 得 到 有 界 吸 收集 的 w 极 
限 集成 为 整体 吸引 子 存在 性 的 关键 问题 . 目前 , 有 几 种 方法 来 证 明 整 体 吸引 子 的 存 
在 性 : 

方法 一 ”整体 吸引 子 存在 性 的 一 般 性 定理 , 参阅 文献 [33]: 

定理 2.4.1 设 及 是 完备 的 度量 空间 , {S(t)hizo XX H PH Co 半 群 ,并 且 存 
在 有 界 吸 收集 By 则 当下 面条 件 之 一 成 立时 , 吸收 集 Bo 的 w- 极限 集 是 (S (0) ioo 
的 整体 吸引 子 . 

(i) 35 t RAK, EE (S (0) uoo 是 一 致 紧 的 , 即 对 任意 有 界 集 B, 存在 UB) > 
0, 使 得 U SOB 在 H PRAK 


t2t(B 
(ii) 对 每 个 上 > 0, HAF S(t) = S1(t) + Sot), 并 满足 
(1) 8: t RPA, HF S1( 是 一 致 紧 的 ; 
(2) HF S4(0:: H H 连续 , 并 且 对 每 个 有 界 集 BCH, 3 t o0 时 ， 


rp(t) = sup ||S2(t)¢lla — 0. 
ócB 


方法 二 Hale 在 文献 [19] 中 提出 的 集 压 缩 概念 和 集 压 缩 半 群 方法 : 

定理 2.4.2 KH ZZSHRESH, {Sh XH 中 的 Co +H, HA 
存在 有 界 吸 收集 Bo, 如 果 对 任意 的 有 界 集 BCH, 存在 一 个 紧 集 K=K(B)CH 
使 得 


则 半 群 {5(t)}tzo 存在 整体 吸引 子 . 

附注 2.4.1 该 定理 主要 适用 于 半 线 性 发 展 方程 其 中 线性 主 部 算 子 是 耗 散 
的 , 非 线性 部 分 是 紧 算 子 . 

方法 三 O'R’ We: 

定理 2.4.3 HH E564 69 EE IM, {S(t)jizo 是 中 的 Co +H, HLA 
在 有 界 吸 收集 Bo. 如果 半 群 {Sth 是 渐 近 紧 的 , 即 对 任意 有 界 序列 {en} CH 
和 任意 序列 {te}, 3$ ta > œ 时, {[S(te)tehcen Æ H PARK, MEF {S(t)}z>0 
在 已 中 存在 整体 吸引 子 . 

附注 2.4.2 BRERA ARR KDV 方程 的 整体 吸引 子 存 在 性 的 研究 
很 有 效 . . 

方法 四 ” 钟 成 奎 、 汪 守 宏 等 提出 的 基于 非 紧 测度 的 w- 极限 紧 方法 , 详 见 文 
mK [35]: 

定义 2.4.4 “ 称 完 备 的 度量 空间 X 中 的 半 群 (S(0))izo 是 w- 极限 紧 的 , wR 
对 任意 的 <>0 和 XX 中 的 任意 有 界 集 B, 存在 t(B) > 0 使 得 


«( Uu sog) <e, 


t>t(B) 


其 中 RERNE, PP 
«(B) = inf{6 > 0|B TH M 中 有 限 个 直径 不 大 于 6 846 


定义 2.4.5 Banach 空间 X 中 的 半 群 {SO}iz0 称 为 满足 条 件 (C), 如 果 
对 任意 的 。 > 0 和 任意 的 有 界 集 B, AE UB) > 0 和 有 限 维 子 空间 Xi, 使 得 
{|PS(t)al], ze B,t 2 t(B)) AF, BH t21(B),v c B t, 


IU — P)S(t)zllx < e; 


Kv PX +X, 是 正 交 投影 . 

定理 2.4.4 A [Sh 是 完备 的 度量 空间 X 中 的 Co 半 群 , 则 {S(t)}t>o 
存在 整体 吸引 子 的 充 要 条 件 是 

(1) £S(t))io 是 w- 极限 紧 的 ; 

(2) {S(t)}zzo Æ X PHEA JAKK. 

定理 2.4.5 ik (S(t))ioo 是 Banach 空间 X 中 的 Cy 半 群 , 如果 {Sho 满 
足 (C) KH, MEF (S(£))uoo 是 w- 极限 紧 的 . 进一步 , de X 是 一 致 本 Banach 
空间 , 特别 是 Hilbert 空间 , W {S()}eso 满足 (C) 条 件 当 且 仅 当 {Sth X w- M. 
FER 8. 
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方法 五 ” 钟 成 奎 等 提出 的 基于 解 的 无 界 部 分 先 验 估计 方法 , 详 见 文献 [38]: 

定理 2.4.6 — iX (S(t)hso 是 一 致 凸 的 Banach 空间 X 中 的 算 子 半 群 ， 并且 
(S(t))izo 4& X 中 存在 有 界 吸收 集 , M {S(t)}tzo HX PRR (C) 条 件 当 且 仅 当 
(S(t)h2o 在 X PHL. 

定理 2.4.7 ji OQ CR" 是 有 界 集 , {Sho 是 LPN) (p 2 1) 上 的 半 群 ， 且 
{S(t)}ezo 在 L*(Q) 中 存在 有 界 吸收 集 , 则 对 任意 的 < > 0 ARR B C LP(Q), 存 
在 正常 数 荆 =T(B) fe M = M(e), 使 得 

m(Q(|S{t)uo] 2 M))<Ce, Vuo € B,t >T, 


其 中 正常 数 C 只 与 BT foe AK. 

定义 2.4.6 。” 设 {S(t)jhzo 是 Banach 空间 X 中 的 半 群 ,2 是 一 个 拓扑 空间 ， 
集合 A C X de Xil XE X PRE M, 在 2 中 紧 , 并 且 按 照 Z 的 拓扑 吸引 区 中 
HARK, 则 称 A 是 {S 人 jiyo 的 (X, Z)- 整体 吸引 子 . 

定理 2.4.8539 RX 是 定义 在 有 界 域 0 上 的 Sobolev 空间 , (S(t))izo X. X 
上 的 连续 半 群 ， 且 对 于 菜 个 1 <p, A SUX C L'(Q0) 成 立 , HHP X Fe LPO) 
之 间 的 嵌入 关系 未 知 ， 则 当下 面条 件 满足 时 ，{S(t)}szo 存在 (X,17(Q))- 整体 吸 
引子 

(1) {Sh 存在 (X, L?(Q))- 有 界 吸收 集 Bo C LPA); 

(2) 存在 al <q <p), RH (S(t))izo 是 (X, LP(Q))- ALR; 

(3) 对 任意 的 & > 0 和 任意 的 有 界 集 BCX, 存在 正常 数 M = Me, B) 和 
T =T(«, B) 使 得 


J |S(t)uogP <£, Vuo € B,t >T. 
&([S(t)uo| >M) 


附注 2.4.3 ”方法 五 对 非 线 性 方程 中 非 线性 项 带 有 临界 或 超 临 界 Sobolev 78 
数 增长 时 的 整体 吸引 子 的 存在 性 很 有 效 . 

方法 六 ” 钟 成 奎 等 提出 的 强 弱 连 续 算 子 半 群 方法 , 详 见 文献 [38]: 

定义 2.4.7 dE X X Banach ZW, {S(t)jtz0 ZA X S| X EA — ERA, 称 
(S(t))uso AX X 的 强 拓扑 到 X 的 弱 拓 扑 的 强 弱 连续 半 群 , 如 果 (S (0) ] eoo 满足 

(1) S(0) 2 Id 是 鲜 上 的 恒 等 映 射 ， 

(2) S(t + s) = S(t) o S(s), Vt,s > 0; 

(3) 3 tn >t, £n > x 时 ,有 S(tn)zn > S(t)z. 

下 面 的 定理 是 判断 一 个 算 子 半 群 的 强 弱 连续 性 的 充 要 条 件 的 重要 定理 . 

定理 2.4.9[35] 定 理 3.1 3k X,Y 是 两 个 Banach 空间 , X*,Y* 分 别 是 其 对 应 的 
对 偶 空 间 , 满足 

XoY=Y%*0 X*, 


HAR? MAO RAR AAR ALEA, Pp i2 X OY 是 连续 的 , RHA 
it:Yt o X* 是 稠 的 , 并 进一步 假设 {SAh RY 中 的 连续 半 群 或 盘 连 续 半 群 ， 
则 {S(bj}s>o HX 中 从 强 拓扑 到 弱 拓 扑 下 的 强 弱 连续 半 群 当 且 仅 当 {S(H}ioo 将 
X x R* 中 的 紧 集 映 成 成 FHARR. 

定理 2.4.10[35] 定 理 3.2 — i& X Æ Banach 空间 , {S(t)jszo X X 上 的 强 弱 连 续 
8E, 则 (S(0 ioo Æ X 上 存在 整体 吸引 子 当 且 仅 当下 面 两 个 条 件 成 立 : 

(人 TS 人 jizo 在 和 上 存在 有 界 吸收 集 Bo; 

(ii) (S(t) h2o Æ w- 极限 紧 的 , 即 对 任意 的 &>0 入 中 的 任何 有 界 集 曲 , 存 


#. t(B) > 0 使 得 
af U sus) <e. 
t>t(B) 

定理 2.4.11135] 定 理 33 ww X Æ Banach 空间 , {S(p X X L4 HH 
HH, 如 果 下 面 两 个 条 件 成 立 : 

(i) {Shp Æ X 上 存在 有 界 吸收 集 Bo; 

(ii) {S()}iso 满足 (C) HF, 
则 (S(t))ioo 在 X 中 存在 整体 吸引 子 . 

定理 2.4.12[B5] 推 论 31 ik X 是 Banach 空间 (S(t)iso JE X LHRH 
续 半 群 , 并 假设 {5(t)}jiz0 在 上 存在 有 界 吸收 集 Bo, 则 当下 面条 件 之 一 成 立时 ， 
{Sth 在 X PREPARA FT. 

G) {S)he 满足 渐 近 紧 性 ; 

(ii) {Sh 满足 一 致 紧 性 ; 

(iii) {SH hpo 满足 渐 近 光滑 性 ; 

(iv) (S(t)hzo 有 如 下 分 解 : S(t) = 51(t) + So), 其 中 S51(t) 满足 一 致 紧 性 ， 
而 SQ) 是 X 上 的 连续 映射 并 满足 对 任何 有 界 集 BCX, S ot oo B, rp = 
sup |So(t)dlx > 0. 


§2.5 ”过 程 簇 与 非 自 治 动 力 系 统 


这 一 小 节 主 要 介绍 非 自治 动力 系统 的 一 些 概念 和 结果 , 该 节 内 容 主要 参考 文 
献 [37]. 
定义 2.5.1 称 双 参 数 非 线性 算 子 族 {D(t7j UT): H>H, GT ER tr} 
为 过 程 , 若 其 满足 
U(7T,7)=Id ( 瓦 中 的 恒 等 算 子 )， (2.5.1) 
U(t,r) -U(t,s)oU(s, T), Vt2s2r. (2.5.2) 


定义 2.5.2  dk—4RiETRSRAM oltp): X 一 X,te Rt, peP 是 关于 0,894 
K, 如 果 满足 

(1) 6(0,p,2) = z, V(p,z) € P x X; 

(2) (t +7, p, zx) = ó(t,0-(p) O(7, p,2)), Yt, T E R*, (pz) E€ Px X. 
进一步 , 如 果 P 是 紧 空 间 , At 0: Rx P—>PHed:RIxPxX HX RER, 
则 (0,0) ZAAT Px X 上 的 非 自治 动力 系统 (参见 图 2.1). 

{p}xX {9(s)p} x X {O(s+t)p} xX 


v(s,p) ve(t,0(s)p) 
v (s.p)s 


p(s+t,p,z) 
=p(t,9(s)p)(y(s,p) 2) 


6(s4-t)p 
P =6(1)6(8)p 


图 21 非 自治 动力 系统 


§2.5.1 ” 非 自 治 无 穷 维 动力 系统 的 一 致 吸 引子 


Chepyzhov V V 和 Vishik MI 在 文献 [10] 中 提出 并 发 展 了 一 致 吸引 子 理论 . 设 
E 是 Banach 218, U(t,7) 是 E 上 的 过 程 . 下 面 定义 过 程 的 一 致 吸引 子 . 

EM 2.5.8 KE PHAR Ap XR Ult, T) 的 一 致 (对 TE 恨 ) 吸引 子 , 车 
它 是 一 致 (对 TE 及 ) 吸引 的 , 并 且 包 含 在 任意 闭 吸引 集中 ， 

考虑 带 参 数 c < MR {U(t,7)}, 其 中 参数 o 为 方程 中 所 有 显 式 依赖 时 
闻 的 系数 , 2 为 时 间 符 号 空间 . 设 时 间 符 号 空间 为 了 = (oo), 其 中 oo(s) 是 空间 
L2.(R, H) 中 的 平移 紧 函 数 , Hlo) 是 oo 在 空间 L2..(R, H) 中 的 壳 , BE 


(eo) = {oo0(: + s)|s € R}. 


平移 紧 函 数 类 是 一 类 非常 广泛 的 函数 类 . 周期 函数 、 拟 周期 函数 、 概 周期 函数 
等 , 都 是 某 些 函数 空间 (比如 CL (R) 或 Li,.(R, H) 中 的 平移 紧 函 数 ). 下 面 定义 一 致 
吸收 集 . 记 B(E) 为 空间 E 中 的 全 体 有 界 集 . 

定义 25.4 EPO RS Bo 称 为 过 程 族 Us 的 一 致 (对 0 € X) BKK, Xu 
任意 的 TE 及 和 B € B(E), KE to = tolr, B) 2 7 使 得 


[JU(572)BCBo Vt2to (2.5.3) 
cce 


这 里 沿用 Haraux A 在 文献 [20] 的 术语 , 若 过 程 族 存在 紧 的 一 致 吸收 集 , 则 称 
过 程 族 是 一 致 紧 的 . 


定义 2.5.5 # E POA An 为 过 程 族 Us 的 一 致 (o CD) AE X 
它 是 一 致 (spo CD) 吸引 的 (吸引 性 ), 并 且 包 含 于 Us 的 任意 的 闭 一 致 (对 o € X) 
吸引 集 (最 小 性 ). 

下 面 给 出 过 程 族 一 致 吸引 子 的 存在 性 定理 . 

定理 2.5.1 若 过 程 族 Us 是 一 致 (对 ELD) 紧 的 , 则 存在 一 致 (对 o € X) 
吸引 子 Ay. 集合 Ay LE PRR. 

附注 25.1 ”对 于 过 程 族 而 言 , 一致 吸引 子 的 存在 无 需 任何 的 连续 性 条 件 ,但 
是 对 于 半 群 的 全 局 吸引 子 来 说 , 连续 性 却 是 其 存在 的 一 个 必要 的 条 件 . 这 是 因为 整 
体 吸引 子 是 不 变 集 , 而 一 致 吸 引子 只 要 求 最 小 性 . 

定义 2.5.0 E LRA Us X Ex D- 连续 的 , Zo T PUR EIE tAr, 
tT, TER RH (uc) S U(t,r)u A Ex X 8] E X 3kS GS. 

下 面 的 定义 通过 完全 轨道 刻画 了 吸引 子 的 结构 . 

定义 2.5.7 ”曲线 u(s) (s € R) 称 为 过 程 U 的 完全 轨道 , 若 其 满足 


U(t,r)u(r) = u(t), YET, TER. (2.5.4) 
过 程 WRK 定义 为 包含 所 有 的 有 界 完全 轨道 : 
K = (u()uCyRA. (2.5.4) 并 且 |lulls <0}. 


集合 K(s) = {u(s)|u(-) EK} c E AHR) t= s (s € R) HERB. 
BRB Pp: Ex — ER Py: Ex. 在 扩展 空间 Exa pad 
程 族 U 生成 半 群 (S(t) |t > 0}: 


S(t)(u,o) = (U(t,0)u,T(t)o +t), t20,(uoc)e Ex. (2.5.5) 


下 面 给 出 过 程 族 吸引 子 存在 性 的 定理 . 

定理 2.5.2 设 马 中 的 过 程 族 Us £—- (spo CL) YHE (ExX,E) 连 
do 若 时 间 符 号 空间 C= Hlo) 是 一 个 紧 的 距离 空间 , 则 由 过 程 族 Us 通过 (2.5.5) 
生成 半 群 {SO} 存在 紧 的 全 局 吸引 子 A CEREN, SA =A (t> 0), 并 
且 满 足 

(i) PEA = Ax, 其 中 An EEUU 的 一 致 GT c € E) 吸引 子 ; 

(ii) PpA = X; 

(ii) 全 局 吸引 子 满足 
A= [] K.(0) x te 


CE 了 


(iv) 一 致 (对 o € X) 吸引 子 满足 
As = (J K«(0), 


ccx 


其 中 K.(0) 是 具有 时 间 符 号 o 6 X 过程 {0 (t,7)} 的 核 Ku At=0 时 刻 的 截面 . 
根据 文献 [10] 中 第 四 章 命题 6.1, 过 程 7 的 一 致 (对 7 € R) 吸收 性 等 价 于 过 
程 族 U 的 一 致 (对 o e x) 吸收 性 . 有 如 下 定理 . 
定理 2.5.3 PIPA U 是 一 致 (对 og c X) YHA (Ex, E) 连续 , 则 过 程 
族 的 一 致 (对 o CU) 吸引 子 Ay 是 过 程 U 的 一 致 (对 TE 限 ) 吸引 子 Ap: 
Ao = Ax = |) K«(0). 
oe 


§2.5.2 ” 非 自治 无 穷 维 动力 系统 的 拉 回 吸引 子 


接 下 来 讨论 由 余 环 动力 系统 发 展 而 来 的 拉 回 吸 引子 理论 , 参见 文献 [14 及 [23]. 
下 面 给 出 拉 回 吸引 子 定义 及 相关 定理 . 
EN 2.5.8 HU 定义 在 是 完备 距离 空间 X 上 的 过 程 . REO {Alt} Fen 
是 过 程 U 的 拉 回 吸引 子 , 若 它 满足 
(i) U(t,T).A(t) = AG), Vt >T, 
(ii) Jim dist(U (t, t — s) D, A(t)) = 0, VD € B(X). 
此 外 , 若 吸 引 性 关于 时 间 是 一 致 的 , 即 有 
lim sup dist(U(t,t — s)D, A(t)) =0, VD € B(X), (2.5.6) 
soo tem 
Wak {Alther 是 过 程 U 的 一 致 拉 回 吸引 子 . 
定义 2.5.9 Rik {BG)jieg WATE U 的 拉 回 吸收 集 , 车 VtE 民 和 DE 
B(X), 存在 Tp(t) > 0 使得 


U(tt—s)DcB(t, Vsz2 Tp(t). (2.5.7) 
此 外 , 若 Tp(t) 不 依赖 于 时 间 t, 则 称 (CB(t))«eg WATE U 的 一 致 拉 回 吸收 集 . 
定义 2.5.10 HUNT) 是 双 参 数 过 程 并 且 U(t,7) XOX Ht Sr 是 连续 


的 . 若 存 在 一 族 紧 的 拉 回 吸收 集 {B(t)}zeR, 则 过 程 存在 拉 回 吸引 子 CA) 其 
中 A(t) C B(t), vt € R. ŽA, 


A()- (J Ant), (2.5.8) 
DEB(X) 
其 中 MEN 
Ap(t) = (UU Ult, t- 3D. (2.5.9) 
n€Nszn 


附注 2.5.2 ”注意 到 当 PP 是 紧 参 数 室 间 时 , TAMER, 使 得 非 自 治 系 
统 转 化 为 扩展 了 的 相 空间 上 的 自治 系统 , 再 利用 动力 系统 理论 得 到 非 自治 动力 系统 
(0,9) 的 一 致 吸引 子 是 拉 回 吸 引子 的 截 片 Ap 的 并 , 详 见 文献 [10]. 
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定义 2.5.11 i£ (06,9) € P x X 上 的 非 自治 动 力 系 统 , (0,6) 是 
(1) p 一 致 耗 散 的 , 如 果 存 在 有 界 集 U CK 使 得 对 任意 有 界 集 B CX, 存在 与 
p EP 无 关 的 时 刻 (B) ER, 使 得 


o(t,p,B) CU, Vt 2 t(B),p € P. 


(2) 关于 每 个 pE P ABD w- 极限 紧 的 , 如 果 对 任意 有 界 集 BECK 及 任意 的 
E> 0, 存在 to = to(B,p, £), 使 得 


( U #(¢,0-«(0),B)) <e. 
t2to 
(3) p 一 致 w- 极限 紧 的 , 如 果 对 任意 有 界 集 B C X 及 任意 的 6 > 0, 存在 与 
peP RAH th = th(B,c) > 0, 使 得 


x UU (p. B) ) <e. 
PEP tat, 
下 面 利 用 非 紧 测度 的 概念 来 刻画 P x X 上 的 非 自治 动力 系统 (0,9) 拉 回 吸引 
子 的 存在 性 . 
定义 2.5.12 对 任意 固定 的 集合 BcB(X) XX B 关于 系统 (0,0) 相对 于 
参数 pc P 的 拉 回 w- 极限 集 wp(B) 为 


wp(B)= (^] U elt, 0-+(p), B). 
sER+ t>s 
附注 2.5.3 ”由 上 面 定 义 可 知 , 在 9_s(p) 的 状态 下 , 从 有 界 集 B 出 发 经 过 上 时 
闻 后 的 轨道 的 交集 即 为 wp(B). 
定理 2.5.4[87] 定 理 3.13 pR Px X 上 的 非 自治 动力 系统 (0,0) 满足 p — X 
Ht, 即 存在 有 界 集 UU C X, 使 得 对 任意 有 界 集 BCX, ARE pc P RAW 
t(B) € R*, 满足 
$lt,p, B) CU, We t(B),p € P, 


则 非 自治 动力 系统 (0,0) 存在 拉 回 吸引 子 {ApjpeP 当 且 仅 当 (0, 9) 是 拉 回 w 极限 
下 面 给 出 判断 拉 回 w- 极限 紧 的 充 要 条 件 . 
定义 25.13 ik X X Banach 空间 , 称 非 自 治 动力 系统 (9,9) 满足 拉 回 条 件 
(C), 如 果 对 任意 的 PE P, B € B(X) 及 任意 的 E> 0, 存在 常数 mb = To(p,B,e)>0 
fo X 的 有 限 维 子 空间 Xi CX, 使 得 


o (puse) ) e 
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le- (Cu 6(t,0-1(0),B)) l. <e, 


RP PIX o XQ 是 有 界 投影 . 

定理 2.5.5708] 3.22 a X Æ Banach 空间 , (0,¢) € Px X tf 3E ies 
ARK, 如 果 (0,0) 满足 拉 回 条 件 (C), 则 (0,0) 是 拉 回 w- 极限 紧 的 . 进一步 , 如 果 
X £—-& 8j Banach 空间 , 特别 是 Hilbert FA, MAR (0,0) 的 拉 回 条 件 (C) 与 
拉 回 w- 极限 紧 是 等 价 的 . 

定理 2.5.06070858 3.2.3 设 久 是 一 致 西 的 Banach 空间 , 特别 是 Hilbert 空间 ， 
如 果 忆 xX 天 上 的 非 自治 动力 系统 (0,9) Zp 一 致 耗 散 的 , 即 疹 在 有 界 集 U CX, 使 
得 对 任意 有 界 集 BCX, 存在 与 pEP ES tem 满足 


o(t,p,B) CU, Vt 2 t(B)p € P, 


则 此 系统 (0,0) 在 X 中 存在 拉 回 吸引 子 {4pjpeP 当 且 仅 当 (0,0) 满足 拉 回 条 
件 (C). 
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本 节 通 过 对 随机 动力 系统 概念 的 分 析 , 讲述 随机 动力 系统 发 展 及 应 用 的 主要 方 
向 和 关键 问题 . 

正如 Crauel 教授 及 其 合作 者 所 指出 的 , 流体 动力 学 中 有 限 维 吸引 子 是 过 去 的 
四 十 年 中 数学 物理 研究 领域 的 重大 发 现 之 一 13. 然而 , 当 考 虑 所 研究 系 受到 随机 
因素 影响 时 , 原 有 的 结论 已 经 不 再 成 立 . 例如 , 当 系 统 受 到 白 噪声 干扰 时 , 状态 空间 
的 有 界 子 集 不 再 保持 不 变 了 . 换 句 话说 , 白 噪声 以 概率 1 使 得 系统 离开 所 有 的 有 界 
集 . 为 了 克服 随机 干扰 对 系统 的 影响 ,Craul 教授 及 其 合作 者 引入 了 随机 动力 系统 
的 方法 .寻求 非 固定 的 依赖 于 机 会 随时 间 变 化 (Rad) URTETA, 通常 这 些 子 
集 在 系统 的 演化 中 离开 所 有 的 有 界 确 定子 集 ， 却 吸 引 状 态 空间 中 的 所 有 有 界 子 集 . 
简 而 言 之 , 从 遍历 理论 的 角度 看 来 ， 随机 动力 系统 包含 了 随机 性 和 时 间 演 化 的 几乎 
所 有 的 系统 , 例如 随机 流 、 不 规则 流 、 稳定 随机 映射 的 乘积 等 Rl. 

为 了 将 有 限 维系 统 的 结果 推广 带 无 限 维系 统 ， 通常 需要 考 氏 相 应 系统 生成 随机 
流 . Elworthy, Kunita 等 研究 了 有 限 维 系统 生成 的 随机 流 , 参见 文献 [18], [24], [25]. 
随机 流 需 要 随机 微分 方程 的 解 关于 时 间 以 及 初始 状态 在 零 测度 集合 以 外 的 联合 连 
续 依赖 特性 . 而 这 点 对 无 穷 维系 统 通常 不 再 成 立 ， 一 些 无 穷 维 系统 生成 随机 流 , 另 
一 些 无 穷 维 随机 系统 却 不 能 生成 随机 流 . 针对 无 穷 维 系统 ， 需要 分 别 加 以 研究 . 

同时 , Crauel, Debussche 和 Elandolin4 将 Hale 的 渐 近 紧 的 概念 推广 到 随机 动 
力 系统 的 情形 , 并 将 其 应 用 到 研究 有 界 区 域 上 加 白 噪声 驱动 的 Navier-Stokes 方程 


的 全 局 吸引 子 的 存在 , 唯一 及 相应 的 其 他 特征 . 然而 正 是 基于 与 在 确定 性 系统 中 所 
面临 的 同样 的 间 题 , 由 于 Sobolev RRA MIRE, 这 种 推广 在 研究 无 界 区域 上 随机 
演化 系统 长 期 行为 时 不 再 适用 . 文献 [28], [36], [37] 通过 对 Ladyzhenskaya 的 概念 
的 推广 , 引入 了 一 种 全 新 的 , 不 同 于 已 有 文献 中 随机 动力 系统 渐 近 紧 的 概念 , 同时 
也 讨论 了 渐 近 紧 随 机 动力 系统 的 一 些 性 质 和 特征 ， 
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作为 应 用 , 可 以 通过 对 随机 动力 系统 的 性 质 的 研究 来 研究 对 应 的 随机 演化 方程 
的 长 时 间 演 化 行为 以 及 解 的 极限 特性 等 . 因为 噪声 扰动 的 原因 , 这 些 极限 行为 通常 
依赖 于 某 些 随机 事件 we 0. 为 了 刻画 系统 的 吸引 性 特征 , 有 必要 计算 系统 轨迹 与 
它们 的 极限 对 象 (例如 吸引 子 等 ) 之 间 的 距离 , 并 将 其 看 作 某 种 随机 变量 . 对 于 极限 
区 域 是 否 包含 某 一 可 以 用 来 表示 系统 的 状态 函数 在 不 同时 刻 对 应 的 值 的 随机 变量 
的 确定 , 也 是 研究 系统 的 演化 状态 或 者 极限 行为 的 关键 问题 之 一 . 所 有 这 些 对 将 考 
虑 的 “随机 集 ” 的 定义 提出 了 新 的 要 求 , 它 将 不 仅仅 是 某 些 依赖 于 随机 事件 的 集合 
的 汇集 , 而 且 更 应 该 具备 某 些 较 强 的 性 质 , Chueshov'4], Castaing 和 Valadier”! 将 
.随机 集 看 作 是 某 种 可 测 多 值 函 数 进行 了 研究 . Crauel 为 了 研究 随机 演化 方程 的 
需要 也 研究 了 随机 集 的 定义 及 其 性 质 . 

假定 (Q, F, P) 为 一 给 定 概率 空间 , X 是 一 Polish 空间 , 即 一 可 以 由 度量 d Æ 
成 对 应 拓扑 的 可 分 拓扑 空间 . 给 定 ALB CX, 定义 


d(x, A) = inf(d(z, a) : a € A}, 
d(A, B) = sup(d(z, B) : x € A}, 
px (A, B) = max(d(A, B), d(B, A)). 


其 中 px 为 空间 X 上 的 Hausdorff 距离 所 有 由 Hausdorff EAEN X 的 团子 
集 构成 的 集合 H(X) 是 一 度量 空间 (参见 文献 [9] 的 第 38 00). 由 映射 y o d(z,y) 
的 连续 性 , 对 于 任意 zx € X,A C X, 有 d(x, A) = d(x, A), 其 中 A 表示 集合 4 的 
闭 包 . 

定义 2.6.1 给 定 概率 空间 (O,F,P) 及 Polish 空间 X, 称 集 值 映射 A: 09 
HIX) 为 可 测 随 机 和 集 ， 当 且 仅 当 对 任意 给 定 了 E X, 映射 13 ur d(x, A(wW)) € R* 
是 可 测 的 ， 在 这 种 情形 下 我 们 也 称 4 为 闭 随 机 集 . 我 们 称 集 值 映射 U : w Uw) 
为 开 随机 集 当 且 仅 当 集合 U 的 补 子 集 U 为 闲 随 机 集 ， 通常 将 闭 随 机 集 A 记 作 
Alw) 或 者 {A(w)}wen- 

如 果 进 一 步 , 对 任意 wwEQm, 闭 随机 集 AW) LER, HA 为 紧 随 机 和 集 . WRX 
X Banach 空间 , 则 称 闭 随机 集 {A(w)}wen 有 界 , SERSAFEEK REN, 集 
合 A(w) BX 中 的 有 界 集 . 
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称 随 机 集 {K(w)lw € OQ} BX) 可 测 的 , 如 果 对 任意 的 x E X, 映射 15 
wm dx(z, K(w)) € Rt X (F, B(X))- 可 测 的 . 

给 定 可 测 动力 系统 (0, 7, P, (Oher) LHX ATW MHA AK (9,9), A 
机 集 (A(v))ueo 是 p- REY, 当 且 仅 当 对 任意 t+ 之 0,w € Q, 满足 

(tu) A(w) = A(9:u). 

随机 动力 系统 的 概念 是 对 动力 系统 概念 的 一 种 推广 , 简单 地 讲 , 随机 动力 系统 
结构 应 该 具备 两 方面 的 特征 , 其 一 是 对 随机 扰动 (噪声 ) 进行 模拟 的 可 测 动力 系统 
(内 部 ) 结构 , 另 一 个 是 带 扰 动 的 拓扑 动力 系统 (外 部 ) 结构 . 

定义 2.6.2 BÈ (Q, 8, P, Oher) 为 可 测 动力 系统 , (X, d) 是 完备 可 分 度量 
空间 , 2p OX Bm o- 代数. de gk o R^ x Ox X 2 (tw, 2) 9 p(t,w)zeEX 
满足 下 列 条 件 : | 

(i) (TAE) y 是 (BR) OF QB, B)- 可 测 的 ;. 

(ii) ( 共 环 性 ) FERAE w En, p(0,w) = Id, y(t + s,w) = p(t, 050) o p(s,w), 
s,t € Rt+, ' 
则 称 p 为 定义 在 可 测 动力 系统 (0, F, P, (3)ieR) 上 的 可 测 随机 动力 系统 ， 或 称 o 
为 驱动 的 随机 动力 系统 , 简 记 作 (p, D). 

进一步 , 如 果 对 任意 w CO, RH ylw) i Rt x X 5 (62) 5 e(t) zeX X 
连续 的 , 则 称 随 机 动力 系统 (o, 0) 连续 . 

à OX 3p —JGGHB UE, (0,0) 为 一 连续 随机 动力 系统 , 如 果 对 菜 个 ,1 < k < oo, 
对 任意 的 (o)eR'x89, 

pltw): X — X A. C* t$, 

则 称 3p pO 驱动 的 C* 随机 动力 系统 (参见 图 2.2). 


{up xX {sw} xX (06.0) xX 


e(t, 0,0w) 


olt, 0,w)o(s, wE 
=ġ(t+s, w)z 


6,0,w = Oust 
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从 定义 可 以 看 出 , 随机 动力 系统 实质 上 是 一 带 噪声 扰动 的 动力 系统 , SRM 
声 时 , 即 P(Q) = 1 Bf, (o, 9) 简化 为 通常 的 动力 系统 . 可 测 动力 系统 0 是 噪声 活动 


的 环境 , 噪声 在 其 中 保持 演化 . 也 可 用 RZ 或 者 N SSRN ARR 来 定义 不 同 
的 动力 系统 , 但 在 后 面 的 应 用 中 我 们 将 只 考虑 时 间 域 为 及 + 的 动力 系统 . 这 从 某 种 
意义 上 说 明了 所 研究 的 演化 系统 可 以 是 不 可 道 的 . 

附注 2.6.1  4& E ult, swr) t> s ZR-AME HA s 取 值 为 u(s) 一 TEX 
的 随机 演化 方程 的 唯一 解 . 定义 映射 p : Rt x Ox X o X, g(t 一 s,9sw)x = 
u(t,5;w,z),t > sw € Q. 为 了 验证 (p,9) 是 一 随机 动力 系统 , 只 需 验 证 方程 的 解 u 
的 各 种 特性 , 例如 , 解 对 初始 值 的 连续 依赖 性 以 及 相应 可 测 动 力 系 统 (Q, F, P, (i) cen) 
的 存在 性 等 ， 在 这 种 情形 下 ， 映射 p 的 余 环 特性 也 通过 解 的 诸如 和 解 的 唯一 性 等 
某 些 性 质 得 以 实现 . 

对 Ladyzhenskaya 在 文献 [27] 中 关于 确定 性 动力 系统 理论 进行 推广 有 以 下 
定理 : 

定理 2.6.1 RMX (0,8, P (VijteR) A- TAMAN AK, (X, d) 是 一 完备 可 
分 度量 空间 ， BX) AX 生成 的 o- 代数 给 定 连 续 随机 动力 系统 (0,0), WR 
{K(w)}wen 为 一 紧 致 随机 集 , 则 随机 集 {p(t 0-w)K(w)}wen, t € Rt 也 是 紧 致 的 . 

由 于 随机 动力 系统 的 极限 结构 在 对 系统 长 期 行为 及 系统 定性 理论 研究 中 的 重 
要 地 位 , 在 对 随机 动力 系统 的 研究 中 , 通常 会 考虑 其 极限 结构 . 从 应 用 的 观点 来 看 ， 
许多 随机 动力 系统 是 由 随机 偏 微分 生成 的 其 参数 依赖 于 ycw( 即 事件 w 被 动力 系 
£k 9 经 过 时 间 t 后 提升 所 得 的 新 事件 ). 从 本 质 上 看 这 些 参 数 实际 上 反映 了 系统 所 
处 环境 的 内 部 演化 . 从 另 一 个 角度 来 看 , 可 以 让 v 表示 在 时 刻 -t 系统 所 处 环境 
的 实际 状况 , 因而 经 过 时 间 t 后 开始 观察 , 会 发 现在 时 刻 0 系统 所 处 环境 的 状态 为 
w. 进一步 , 可 以 发 现 如 下 定义 的 两 参数 映射 UV(7,s) := p(T — s, 0,0) 对 应 于 描述 系 
ZEE] s Bl r (7 > s) 的 演化 方程 的 解 . 从 而 随机 动力 系统 plt, 0 0) = U(0, —t) 
的 极限 结构 可 以 看 作 当 将 系统 的 过 去 状态 z 移动 到 “无 穷 远 ” 之 前 的 某 一 时 刻 
(t = -oo), 在 时 刻 0 时 观察 所 得 系统 的 实际 状态 . 所 以 ， 对 应 不 同 初始 状态 的 系统 
极限 的 总 集 给 描述 了 系统 在 当前 时 刻 上 = 0 的 实际 图 景 . 另 一 方面 , 由 于 所 考虑 的 
可 测 动力 系统 (ren 的 时 间 域 是 双向 的 , 对 任意 re X, D € B(X), t €R, WA 


P{w EQ: o(t,w)z e D) = P{w EN: plt, Vw) E€ D}. 


进一步 ， jim, P{w €Q:(t,o)r € D} = Jim Piw € Q : e(t, 9 «)z € D} 这 意味 
着 p(t,9_iw)z 的 极限 行为 从 依 概率 收敛 的 意义 上 同时 也 反映 了 plt, w) 的 极限 行 
为 . Bist, 已 经 发 生 的 系统 的 极限 结构 将 为 对 系统 将 来 的 极限 行为 的 预测 提供 了 大 
量 的 信息 . 、 

从 纯 数 学 的 角度 出 发 , 在 X- 值 随机 变量 所 构成 的 空间 上 定义 以 下 算 子 : 


(T f)(w) = p(t, bw) f(t) teRt. 
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应 用 随机 动力 系统 的 余 环 特性 , t, s € Rt, 
Qf) (w) = es. 9 so) [(Tf) (Vsw)] 
= p(s, 9. sw) [p(t, 0 18 s) f (0 69. sw)] 
= wt s, 0_1.w) f (0 s sw) = Tres f (w). 
不 难看 出 算 子 nte Rt 实质 上 是 一 单 参数 群 . 因而 , 正如 在 对 确定 性 动力 系统 中 
一 样 , 演化 算 子 的 半 群 结构 也 将 在 对 随机 动力 系统 的 研究 中 发 挥 重 要 的 作用 . 
定义 2.6.3 随机 集 {K(w) ven 被 称 作 随机 动力 系统 (o0) 的 吸收 集 当 且 
仅 当 对 于 任意 给 定 X 的 有 界 集 DD， 存在 随机 时 间 Tp = Tp(w) 使 得 ， 对 于 任意 
tZ rp(w), y(t, 9-w)D C Kw). 称 随机 时 间 £o 为 对 应 集合 K(w) 的 吸收 时 . 
称 随机 集 K(w) 吸引 另外 一 随机 集 Dw), 当 且 仅 当 对 于 任意 we 


Jm d(o(t, 0_.w)D(J_w), K(w)) = 0. 


称 随 机 集 Kw) 为 随机 动力 系统 的 吸引 和 集 , 当 且 仅 当 Kw) 吸引 该 动力 系统 相 
空间 和 中 的 所 有 有 界 集 万 . 
通过 0_.w Sw, t— s 替换 t+ 有 以 下 关于 吸收 性 的 等 价 形式 : 


y(t — s, bw) Ddw) CK(0_w), t2 st Tp,w€&. 


称 动力 系统 是 耗 散 的 当 且 仅 当 它 存在 有 界 吸 收集 (19116.02424， 对 应 随机 动力 系 
统 也 有 类 似 的 定义 . 在 此 , 对 于 随机 吸收 集 的 有 界 性 是 通过 随机 球 来 如 以 实现 的 . 

定义 2.6.4 定义 在 赋 范 向 量 空间 X 上 的 随机 动力 系统 (o, 0) 是 耗 散 的 ， 当 
且 仅 当 存 在 有 界 吸收 集 Kw). 随机 动力 系统 (o9) RA RI, 当 且 仅 当 (0) 是 
HRM, 并 且 对 应 吸收 集 是 紧 集 . 

例 2.6.1 由 以 上 定义 不 难看 出 以 下 结论 : 

(i) 如 果 动 力 系统 (p19) 的 相 空 间 X 为 紧 度量 空间 , 那么 (9,9) 是 紧 的 ; 

(ii) 如 果 耗 散 动力 系统 (o, 9) 的 相 空 间 XX 为 一 有 限 维 的 赋 范 向 量 空间 , N (o, 0) 
是 紧 的 . 

对 于 随机 动力 系统 的 耗 散 性 和 紧 性 的 关系 , 考虑 如 下 例子 : 

例 2.6.2 ”假设 BARRA Banach 空间 X 中 的 闲 球 ， |- | Aw X 的 范 
数 . 定义 如 下 系统 : 


T, ZE B, 
e(t, z) :一 


(utes zeB 


动力 系统 是 耗 散 然而 非 紧 的 . 事实 上 , 以 上 构造 同时 也 是 确定 性 动力 系统 中 的 例 
子 之 一 . 


正如 在 前 面 所 提 到 的 , 在 人 们 对 确定 性 系统 的 研究 中 , 渐 近 紧 的 概念 是 作为 紧 
性 概念 的 一 个 较 弱 的 替换 而 引出 的 . 在 对 随机 系统 的 研究 中 , 通过 对 Halla 的 推 
F^, Crauel, Debussche 与 Flandolili4 首先 定义 了 随机 演化 系统 渐 近 紧 的 概念 , 然后 
将 其 应 用 到 对 有 界 区 域 上 加 性 白 噪 声 驱动 的 Navier-Stokes 方程 的 研究 中 . 

对 于 一 给 定 完备 度量 空间 (X,d) 及 一 概率 空间 (Q, F, P), 考虑 如 下 映射 系 : 


Q x XB3(w,r)m S(t,sw)r EX, s<teR. 


假设 映射 5 满足 如 下 条 件 : 

(i) 对 于 任意 s <r <t, S, r;w)S(r, siw) = S(tsiu) 

(ii) 对 于 任意 s <t, w € Q, 映射 r S(t, s,w)ax 在 空间 x 中 连续 ; 
如 果 进 一 步 , 存在 一 P- 满 测 集 Oo C OQ 使 得 对 于 任意 t € R, v € Qo, RAK 
{S(t,s;w): 8 < t} 存在 一 紧 吸 引 集 K(t,w), 即 对 于 所 有 X PARR B, 


lim d(S(t, s;w)B, K(t,w)) = 0, 


则 称 随 机 演化 系统 (S(t5; o), t 2 s,» € Q} 是 渐 近 紧 的 . 

由 随机 动力 系统 渐 近 紧 的 定义 及 文献 [14] 中 命题 2.2, 不 难 证 明 如 下 等 价 性 
定理 : 

定理 2.6.2 (X,d 是 一 完备 的 度量 空间 ，(Q, 开 ,PP) 是 一 完备 的 概率 空间 ， 
Qx X 5 (uz) S(t,s;u)re X,s «te R A — UE Ox X 上 的 映射 集合 , 如 果 

(i) S(t,r;w)S(r.s;w)r = S(t, s;w),s Sr <t, cE X; 

(ii) 对 于 任意 s & two ER, S(t, sio) fe. X 上 连续 ; 

(iii) 对 于 任意 s <tc E X, RH OS wo S(tsu)r e X X (F, B(X))- 可 
测 的 ; 

(iv) 对 于 任意 XE X, P-a.e. Welt s S(t, s;w)z 在 民 上 右 连续 ; 

(v) 存在 一 定义 在 (Q, F, P) 空间 上 的 保 测 变 换 群 (gtjteR, 使 得 


S(t, s;w)z = S(t—$,0;0w)z, s«trcX, P-as; 
(vi) 在 0 时 刻 , P-a.e. 存在 一 紧 吸 引 集 Kw), 即 对 于 X 中 任意 有 界 集 B, 
lm d(S(0, s;w)B, K(w)) = 0, 


则 随机 演化 系统 (5(t, s;w))tzswen 是 渐 近 紧 的 . 

由 此 可 以 看 出 , 文献 [14] 中 关于 “ 渐 近 紧 ” 性质 的 刻画 实质 上 是 通过 紧 吸 收集 
的 存在 来 实现 的 . 然而 , 从 应 用 的 角度 看 , 由 于 在 无 界 演化 区 域 上 Sobolev RKA 
的 缺乏 , 它们 的 定义 将 不 再 适用 . 有 必要 引进 一 个 全 新 的 定义 来 克服 相应 的 困难 . 


定义 2.65 假定 (y,0) 为 定义 在 一 可 分 Banach 空间 X 上 的 随机 动力 系 
统 . 称 (o, 9) 是 渐 近 紧 的 当 且 仅 当 对 于 任意 序列 {ta:n EN}, tn> +o, X PARR 
序列 {zn : nE N}, BEB w € OQ, 集合 {plin V-t w)z, :n e N) Æ X FAR 
紧 的 . 

下 面 的 例子 反映 了 所 给 出 的 定义 的 合理 性 与 必要 性 , 以 及 该 定义 较 文献 [14] 所 
定义 的 渐 近 紧 随 机 演化 系统 更 强 的 适应 性 和 可 操作 性 . 

例 2.6.3 考虑 空间 R 上 的 问题 z= 0. 不 难看 出 该 问题 所 生成 的 动力 系统 
g(t) = Ild, 并 且 y 在 定义 2.6.5 下 是 渐 近 紧 的 ， 然 而 , v(t) 不 满足 文献 [14] PHR 
于 渐 近 紧 性 的 相关 定义 . 

例 2.6.4 考虑 定义 在 Hilbert 空间 上 的 动力 系统 p(t) = Prt+e*(1—Pr),t 2 0, 
其 中 Pr A-A X 到 另 一 有 限 维 子 空间 FCX 上 的 投影 . 不 难看 出 , 按照 本 节 所 
给 出 的 渐 近 紧 的 定义 p 是 渐 近 紧 的 ， 然而 , v(t) 不 满足 文献 [14] PORT MUR 
性 的 相关 定义 . 

事实 上 , 在 文献 [19] 中 引 理 2.2.3 的 启发 下 , 下 面 定理 刻画 了 随机 动力 系统 渐 
近 紧 的 特征 . 

定理 2.6.3 给 定 可 分 完备 度量 空间 X, 定义 在 可 测 动力 系 统 (Q, F, P, (ier) 
上 的 六- 值 随机 动力 系统 (o, 0) 是 渐 近 紧 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 有 界 集 姜 , 存 
在 一 吸引 DD 的 紧 随 机 集 K(w) = K(w,D), P 


jim sup d(p(t, 0_1w)a, K(w)) =0, wER. (2.6.1) 
7S ED 


证 明 ”充分 性 . 假设 对 任意 有 界 集 D, 存在 一 紧 随机 集 K(w) 使 得 (2.6.1) 成 
立 , 则 对 任意 有 界 序列 {zs} 及 序列 {tn} : tn > 00, 存在 一 紧 随 机 集 K(w) 满足 


lim sup d(y(tn, D1,w) Tr, K(w)) -0, wen. 
n> gi 


特别 地 , 对 任意 w e Q, 
Jim A(pltn, 0-t,¥)tn, K(w)) = 0. 


进而 , 由 集 Kw) 的 紧 性 , 集合 {plin V-twin n € N} 是 渐 近 紧 的 ， 由 定义 
2.6.5, 随机 动力 系统 (uo, 0) 是 渐 近 紧 的 . 

必要 性 . 假定 随机 动力 系统 (uo, 0) 是 渐 近 紧 的 . 对 X 中 任意 有 界 集 D, di X 的 
可 分 性 , 存在 D PARESI {zn,n € N) C D, 对 任意 序列 {tn}, tn 5 oo, Rw EQ, 
集合 (ota, 0-t,w)tn, n E€ N} 是 相对 紧 的 . 令 Kw) = TpoGn 9 mw)rn,neN}. 不 
难看 出 随机 集 K(w) 是 紧 的 并 且 满 足 (2.6.1). 因此 , 该 定理 得 证 . 口 

由 以 上 定理 可 以 看 出 , 紧 随 机 动力 系统 是 渐 近 紧 的 , 然而 反 过 来 却 不 成 立 . 例 
如 , 定义 在 一 无 穷 空 间 上 的 系统 g(t) =e d 是 渐 近 紧 , 却 非 紧 的 . 
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82.6.2 ”随机 动力 系统 的 极限 集 


正如 在 确定 性 演化 系统 的 渐 近 行为 研究 中 , w- 极限 集 发 挥 了 重要 的 作用 . 在 对 
随机 动力 系统 中 , w- 极限 集 也 有 其 重要 的 意义 . 在 此 , 采用 文献 [15] 中 所 给 出 关于 
w- 极限 集 的 定义 . 

定义 2.6.6 ”假设 (y,0) 为 一 定义 在 可 分 完备 度量 空间 X 上 的 随机 动力 系 
A, BE BCX 的 w- 极限 集 的 定义 如 下 


UB, w) = Qn(w) = 17) U vt, 9 :)B(9 2). 


T20t2T 


附注 2.6.2 BARS U v(t,9 )B(0 0) 是 闲 的 , 因而 Op) 15x B 83. 
t2T 


由 上 述 定义 , 对 w- 极限 集 , 有 如 下 刻画 : 

定理 2.6.4 如 果 (P, 人 为 定义 在 可 分 完备 度量 空间 X 上 的 随机 动力 系统 ， 
B 为 闭 随 机 集 ,Qa(w) 为 BH w- BRK, 那么 XE Op(w) 的 充分 必要 条 件 是 存在 
序列 {2n} : an € B(9 5.0) 及 序列 {tn} : tn > 0, 满足 


z= lim ¢(tn,0-1,w)tn, WER. (2.6.2) 
TL—00 . 


.证 明 ”充分 性 . 假设 zx € X, 存在 序列 {zn} : zn € Blew) 及 序列 {tn} : 
ta — oo, 使 得 (2.6.2) 成 立 . 因为 对 于 任意 zw € B(9 4,7), T 2 0, BA 


pltn D-t win € LJ ve(t:9 45)B(9 1) C U ot, 0w) B(9 1). 
tzT t2T 
所 以 
rE N U p(t, 9 0) B( 4), 
T2012T 
BD z € Qplw). 
必要 性 . 如 果 relego), 则 对 任意 T 2 0, 都 有 


ZE |] pt, 0-1w)B(d_2w). (2.6.3) 
tT 


因而 , 对 于 工 == 1,2,3,---, (2.6.3) RE. XHEX n CN, 存在 yn 满足 
1 
Yn € U plt, 0_w)B(J_w), d(x, Yn) < n! n=1,2,3,... 
tèn 


进一步 , 存在 如 > Nn, tn € B(w), 使 得 yn = g(tn, 0 1, W)Tn. PERN 
于 序列 {zn} 及 序列 {tn}, KA (2.6.2) RA. 
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定义 2.6.7 AMR 4 吸引 随机 集 B, 如 果 P-a.s. 成 立 
jim dlelt, dw)) Bw), AW)) = 
FRM ALR K(w) 吸收 随机 集 B, 如 果 存 在 随机 时 tB(w), 成 立 对 Pas. 所 有 we, 
plt, 0_w)BO_w) C Kw), t2 tal), 


RY? wx AL telu) 被 称 为 随机 集 K 吸收 随机 集 B 的 吸收 时 刻 . 

定理 265 给 定 定义 在 可 分 Banach 空间 X 上 的 随机 动力 系统 (o2), E 
机 P-as. KE Kw) 吸收 随机 集 B(w), WN P-as. 对 所 有 w, 

(ma(w) EZ, 并 且 Das(w) C Kw), 因而 也 是 紧 集 ; 

(2) Op(w) 吸引 B; 

(3) QB(w) 严格 p- 前 向 不 变 . 

证 明 — (1) 给 定 任意 序列 {tjn, tn 一 00, 以 及 序列 {bn}n, bn € B(9-4,). 由 
F K(w) 吸收 Bw), 则 对 足够 大 的 n, 成 立 


Pltn, ew )bn € Kw). 
再 由 Kw) 的 紧 性 , 可 知 在 在 子 序列 tn UR y € KW), 成 立 
um. Pliny Ptn, Ww ) bn =y. 

由 定理 2.64, y € Op(w), 由 此 证 明了 Qsp(w) 是 非 空 的 紧 集 , 以 及 Qp(w) c 
K (t). 

2) 应 用 反 证 法 . 假定 Rs(w) 不 吸引 B, 则 存在 6 > 0 及 序列 ty — oo, bn € 
B(0. 4, w), 成 立 

d(pltn, Dt)bn, Qg (w)) 2 ô. 

而 由 于 紧 集 Ko) 吸收 Bw), 对 足够 大 的 n, 序列 {ltn 9-t,w)bn} C K(w), 

故 存 在 收敛 子 序列 , 由 p(t,w) 的 连续 性 , 与 以 上 不 等 式 矛 盾 . 


(3) 假定 对 任意 s > 0, y € QB(9sw), 则 存在 时 序列 {tn}, tn 一 00, 以 及 序列 
{bn}, bn € B(9 c so), BRE 


y= lim plin dt ta)bn = lim ess )e (n — 5,06, tsw)bn: 
tho tn— 00 


出 于 K(w) 吸收 Bw), 故 对 足够 大 n, p(tn — 5,9 (0, -8)W)}bn € K(w). 由 K(w) 
的 紧 性 , 存在 收敛 子 序列 plin; — 8,9 qu, s)w)on;: 以 及 由 O- 极限 集 的 刻画 可 知 ， 
存在 veQp(w), R 


u= m, (tn; 一 $, O qq, —5) WU) dn. 


而 p(t, w) 是 连续 的 , My = plt, wu. 到 此 为 止 , 已 经 证 明了 y € gls, wgw), 
也 即 Qa(gsw) C pls, wgw). 口 

作为 渐 近 紧 随 机 动力 系统 定义 的 应 用 及 对 确定 性 动力 系统 Q- 极限 集 的 性 质 
的 推广 , 则 有 如 下 定理 : 

定理 2.6.6 ”如 果 (o, 0) 为 定义 在 可 分 Banach 空间 X 上 的 渐 近 紧 随 机 动力 
系统 , BCX AX FHARR, BA BHO BRK Nw) 是 非 空 , p- 不 变 的 紧 
随机 集 , 并 且 Op(w) 吸引 B. 

证 明 ”由 于 (0,9) 渐 近 紧 ， 则 对 任意 B 中 序列 {zn : n e N}, 序列 {ta}, 
t4, — oo, 及 任意 v € 0, 集合 {y(tn, 0_1,w)tn,n e N) YE X 中 相对 紧 . 因而 , 存在 
子 序列 {an} C {an}, {tr} C {tn} Ry € X 使 得 


lim (ho, 9.4 w)zw = y. 
n!—oo 


由 定理 2.6.4 可 得 y € Onp(o), 因而 证 得 QBp(w) x Ø. 
对 任意 ye Op(w), 由 定理 2.6.4, 存在 序列 {£n € B:n € N} 及 序列 {tn : tn 一 
oo) 使 得 
y= lim P(n, dt o)zn, 
/= Jim, plin — t, 9 (4, -1)9-Ww)2n € OQ p(9 10). 
由 随机 动力 系统 的 余 环 性 ， 


y = p(t, 0_w) Jim (tn — t, ad) Tn = plt, O-w)y’. (2.6.4) 


因而 由 (2.6.4), y € v(t,:8 0) (9 40), BB ABW) C v(t, 9 1) tw). 
对 于 任意 y € Op(9 0), 由 定理 2.6.4, 存在 序列 {zn € B: n € N} 及 序列 
{tn : tn > co} 满足 


y = lim eftn 人 to)zn 
由 随机 动力 系统 的 余 环 性 及 连续 性 ， 
plt, so) = p(t, dw) lim plin, Ot -1w)an 
= Jim Plin +t, 8-1, -w)in € Op), 
BD y(t, V-w)Qe(0_w) C Qa»). 


纵 上 所 述 ， 
Qp(w) = plt, 0-w) Qe (Pw), 


BH p(w) 是 e 不 变 的 . 


下 面 将 应 用 对 角 线 原理 来 证 明 (w) 的 紧 性 . 假设 {y"}n C On (w), 则 对 任意 
n € N, 存在 序列 (zt), zt € B 及 序列 {tt}, t? oo ME y” = Jim (tg, ieu), 
也 即 - 


eti, 9 w)zj, e (t5, Ü. ,0)25, Ut eti. Ü nun), > yh 
p(t , B_,2w) zt, p(t, 9 430)23, tts p(t}, O_pw) Tk — y^, 
e (tt, Ü inw)rt, pty, O 15 uw)c, Uta ptt, O_mpw) xR > y^, 


sssaaa 


按 如 下 对 角 线 原则 选择 序列 {si}; 满足 


1 
$1 = thy deti, Paw), y^) < 2! 


$82 = tka pi > sit 1, d(e(t, Dig w)R v) < 


$3 = thes t > sot], deti, Dt W) Bi y?) < 


显然 , 8; 一 co, @ z; = oh, 由 (0,0) 的 渐 近 紧 性 , 集合 {9(5j,0-2,0) 25} 在 X 
中 相对 紧 . 因而 存在 子 序列 (zy), 子 序列 {s7} 及 ze X, 使 得 


m. q(sy -sp )zy = z. 


另 一 方面 , 由 sy WES, doly desi) ) < gg BAND, 当 了 一 00 时 ,有 
y/ — z RL. 由 附注 2.6.2, 因为 QBp(w) 是 闭 集 , 所 以 ze QBp(w). 即 证 明了 QB(w) 
是 紧 的 . 

只 需 证 明 Qa(w) 吸引 B， 采 用 反 证 法 , 假设 Qa(w) 不 吸引 B, 则 存在 常数 
8 > 0, 序列 {an} an € B 及 序列 tn — oo 成 并 


d(p(tn, 9-t,W)In, NB(W)) 26, NEN. (2.6.5) 
然而 , (0,0) 渐 近 紧 , 所 以 存在 子 序列 {ltn b-t w)an} Ry € X 满足 
y= lim (tn, 9—4,,W)En' , 


Bl y € Qp(w), 这 与 (2.6.5) 矛盾 . 口 

定理 2.6.7[15 — Je X (o,0) 为 定义 在 可 分 Banach 空间 X 上 的 渐 近 紧 随 机 
动力 系统 , BOX AX 中 的 有 界 集 , MA B ih O- 极限 集 QB(w) KAFTHPR 
备 化 是 可 测 的 . 


§2.6.3 ”随机 动力 系统 的 吸引 子 


吸引 子 的 概念 是 动力 系统 理论 中 的 基本 概念 之 一 . 尽管 对 (确定 性 ) 动力 系统 ， 
正 因为 吸引 子 自 身 的 重要 性 , 人 们 已 经 开展 了 长 达 几 十 年 的 研究 83 . 在 对 确定 性 系 
统 的 研究 中 , 从 吸引 子 的 收敛 速度 出 发 , 人 们 给 出 了 许多 不 同 的 吸引 子 的 概念 . 然 
而 , 对 随机 动力 系统 吸引 子 的 研究 还 是 一 个 相对 年 轻 的 领域 . 其 根本 原因 在 于 , fk 
统 的 基于 特 解 的 Markov 特性 确定 Markov 半 群 及 相伴 生成 子 的 方法 无 法 解决 两 个 
或 更 多 点 的 协同 和 运动 问题 . 直到 Kunita 与 Elworthy 等 引入 了 随机 流 的 概念 , 以 及 
随机 动力 系统 定义 的 出 现 , 使 得 这 一 困难 得 到 了 突破 . 而 对 基于 随机 动力 系统 理论 
的 随机 吸引 子 的 研究 真正 始 于 Crauel Flandoli, Debussche 以 及 Schmalfuss 等 的 工 
HE [14], [15], [32]. 

对 随机 系统 而 言 , 可 以 从 不 同 的 角度 定义 吸引 子 . Braezniak, Capinski 以 及 
Flandoli 等 将 系统 轨迹 当 t -; oo 时 的 O- 极限 集 定义 为 对 应 随机 系统 的 吸引 子 回 . 
Morimoto? 及 Schmalfuss??| 研究 了 随机 微分 方程 生成 Markov 半 群 的 吸引 子 . 
Crauel 和 Flandoli 等 从 随机 动力 系统 的 基本 理论 出 发 , 研究 了 如 同文 献 [51 的 相 空 
间 子 集 定 义 的 吸引 子 , 不 同 之 处 在 于 他 们 考虑 的 是 开始 于 时 刻 t= —oo 的 系统 轨迹 
ZENA) t=0 的 o- 极限 集 . 

定义 2.6.8 i (0,8, P, Oder) 为 一 可 测 动力 系统 (0,8, P) 为 概率 空间 ， 
(X,d) 是 Polish 空间 , 映射 PRT x €x X 2 (u,z) ^ e(t) e X AY MHA 
随机 动力 系统 , X MAF FRE {Aww € 0} 被 称 为 是 随机 动力 系统 (9,0) HM 
机 吸引 子 (也 称 随 机 回 拉 吸 引子 ) 如 果 yp 不 变 的 随机 紧 集 Aw) RI X 中 所 有 确 
定 的 有 界 集合 . 即 对 所 有 tt > 0 feweN, BCX, 


plt,w) Alw) = Aw), 
jim, d(p(t, 9_1w)B, A(w)) = 0. 


定理 2.6805 — 3k (0,5,P, (Wher) 为 可 测 动 力 系统 , P : RTKQxX » (t 
w,2) > (tw) € X AY Itb $9 Mash A RH, RAEAN R w o KW), 
吸引 XX 中 的 所 有 有 界 集 , 则 随机 动力 系统 (0,0) 存在 随机 吸引 子 

Alw) = U Ralw), 
BCX 
且 Aw) 关于 答 的 完备 化 是 可 测 的 , WRX 是 连通 的 , 则 P-a.s., Aw) 是 连通 的 . 

附注 2.6.3 ”由 随机 吸引 子 的 定义 可 知 ， 整体 随机 吸引 子 是 唯一 的 . 在 实际 应 
用 中 , 通常 把 初始 时 刻 移 到 一 00, 对 固定 的 we, 考虑 t= 二 0 时 刻 的 值 妈 可. 

定义 2.6.9 AX Polish 空间 (X,d), X LEZ 4 K CK, 以 及 上 > 0. 集 
A> K $$ k- i Hausdorff 外 测度 定义 为 


$2.6 ”随机 动力 系统 :91- 
An (Kk) = lim w(K, k,e) = sup ua (K, k,e), (2.6.6) 
E> 


其 中 uu(K ke) = inf ork, FARARS K 的 半径 ri 小 于 e 的 球 的 覆盖 中 


取得 . 
不 难看 出 , 如 果 存 在 数 k' 使 得 LH(K,k') < oo, 那么 对 任意 有 > K, ug(K,k) = 
0. 因而 , f Ox dy(K) < oo, 成 立 


Lnu(K, k) =o, d< dy(K). 


MRK dH(K) ARS K 的 Hausdorff 维 数 ， 
附注 2.6.4 HLTH, BH Rt >c  ug(K,d,e) 非 增 . 因而 (2.6.6) 的 定 
义 是 合理 的 . 
定义 2.6.10 #42 Polish 空间 (X,d), X 上 非 空 紧 致 集合 K 的 分 形 BRÈ 
7 dr(K) = limsup In(N(K,)) 
c0 一 jms 


其 中 , N(K,c) AMA K 的 半径 为 c 的 球 的 最 少数 目 . 
附注 2.6.5 “在 此 值得 指出 的 是 和 以 上 等 价 的 , 由 Mandelbrot 给 出 的 另外 一 
种 形式 的 分 形 维 数 的 定义 是 


dg(K) = inf{d > 0,ur(K, d) = 0}, 


其 中 
ur(K, d) = limsupe^N(K, e). 


E 一 0 二 

由 以 上 定义 不 难看 出 , Hausdorff 维 数 与 分 形 维 数 的 区 别 在 于 , 前 者 考虑 集合 K 

的 和 覆盖 是 半径 小 于 或 等 于 < 的 球 ,而 后 者 考虑 的 覆盖 仅 为 半径 等 于 < OR B m 
ug(K, k,€) < nur(K, k, £), 
进而 
pg (K,k) € pr(K,k), dg (K) € dr (K). 

给 定 映射 族 p(t,w) : X ^ X, te R, w € Q, UR pltw) 不 变 的 随机 可 测 集合 
Alw), I pt, w) Aw) = A(Ow), 考虑 集合 Aw) 的 有 限 维特 性 . 

由 文献 [17], 考虑 集合 Ao) 的 半径 小 于 等 于 e 的 球 的 覆盖 : 


Alw) C LJ Blunti) ri eu eX, 


i=l 


其 中 , Blu, rm) 表示 空间 X 中 以 wi ARO, 半径 为 ri 的 球 . 因为 集合 4(w) 是 e 
不 变 的 , 所 以 
Aw) CL) p(t,w)B(uiri), teR. 


i=] 
为 了 通过 线性 映射 估计 映射 族 p(t, w) 对 X PRR Bur) 作用 的 结果 , 需要 
如 下 关于 oo 的 可 微 性 的 假定 . 
定义 2.6.11 BS tCRt,w eX, 称 映射 p(t,w) 在 集合 Aw) CX 上 一 致 
F, 当 且 仅 当 P-as. WHER uc Aw), 存在 线性 算 子 了 工 (人世 w,u)] 使 得 


e(t, us 4 h) — (usu) — LG, u)h| < KQ)|h ^5, 
其 中 >0 为 固定 常数 , 并 且 Kw) 为 满足 以 下 条 件 的 随机 变量 
K(w) 21, WERN, 
E(In K (w)) < oo. 
接 下 来 考虑 , 在 线性 映射 作用 下 球 的 像 . 给 定 有 界线 性 算 子 工 < L(X) Rn EN, 
P,(X)={G:Gc X,dimG <n}, 
Si(G) = (9:0 EG, mo 


NO 
Anll) = cA oe m Ni $l, 


并 且 
wy(L) = e1(LD) :on(L). 
由 文献 [33] 可 知 , an(L),n € N 为 算 子 工 * 工 的 特征 值 对 应 正 交 基 {en :n € NJ 的 
平方 根 . 
注意 到 an > anyon EN, 可 知 序列 {on}nen 非 增 ， 因而 可 以 定义 


Qo (D) = inf On(L). 


如 辐 在 对 确定 性 问题 中 的 处 理 一 样 ， 需 要 考虑 不 变 集 的 Hausdorff 维 数 与 
sup ‘Inwa(L(t,w;u)) 的 关系 , t > 0. 而 Inwa(L(t,w;u)) 反映 了 d- 维 体积 被 线 


u€ A(w) 

性 映射 L(t, w u) 的 压缩 特性 . 
然而 , wal L(t, w;u)) 不 一 定 满足 可 积 性 的 条 件 . 为 此 需要 以 下 较 弱 的 假设 条 件 : 
假设 2.6.1 ”对 任意 de N, 存在 可 积 随机 变量 wa, 使 得 


E(In(@4)) < 0, (2.6.7) 


82.6 ”随机 动力 系统 : 93 - 


并 且 P-a.s., 对 任意 uc Aw), t 2 0, 


wa(L(t,w;u)) < alw). (2.6.8) 
同时 也 需要 以 下 假设 条 件 ; 
假设 2.6.2 ”存在 随机 变量 on, 
ài > 1， (2.6.9) 
E(In ài) < oo, (2.6.10) 
成 立 P-a.s. HEE uc Afw), t >O, 
ai(L(t,w,u)) < dr (w). (2.6.11) 


定理 26.907 MÈ Aw) wE 为 定义 在 空间 关上 的 随机 动力 系统 (o, 0) 
的 随机 吸引 子 , 并 且 在 集合 A(w) 上 几乎 处 处 一 致 可 徽 , 同时 存在 可 积 随机 变量 
Ga, G1 满足 条 件 (2.6.7)~(2.6.11). 则 对 几乎 所 有 w € Q, 集合 Alw) 的 Hausdorff 维 
数 dimy(A(w)) F d, 分 形 维 数 dimp(4(w)) 满足 条 件 


其 中 数 y 为 满足 以 下 人 条件 的 任意 数 ; qg =n; 
E| mex (da; 一 jaa)| 
—Eqa 


附注 2.6.6 ”值得 指出 的 在 考虑 无 界 区 域 情形 时 , 由 于 V OH HUEREONCR E 
成 立 , 为 保证 文献 [16] 中 结论 的 正确 性 , 必须 寻求 其 他 的 途径 与 方法 . 

命题 2.6.1 #42 Polish 空间 (X,d), X 上 非 空 紧 致 集 K CX, 以 及 严格 递 
增 正 整数 序列 (n) Py, 成 立 


y> 


lim sup 


TH = 1. (2.6.12) 
k—oo Tk 
同时 , 假定 序列 fen}, RH 8 > 0,8 > 0, 存在 cs, Cs 及 ks, 成立 
c;e (8 +4) Te SERS Ose™ (8-87 | 对 所 有 上 之 ks， (2.6.13) 
则 集合 K 的 分 形 维 数 可 以 表示 为 
dp(K) = limsup MNK er) (2.6.14) 
k—oo -lnek 
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进一步 , 如 果 
lim Vy(K, ex) = 0, (2.6.15) 
其 中 , V,(K,e) := E*N(K, e) 表示 和 集合 K 的 y HAR c- 估计 . 那么 成 立 ， 
dr(K) & s. | (2.6.16) 
证 明 ”由 以 上 假设 条 件 不 难看 出 对 任意 c > 0, FE k, 成 立 8k 41 X € < Ex. 


In N(K,&) < InN(K,éx41) _ MN (Ky engi) — meng 


-lne ^ — lneg — nena —Ine, | 
应 用 (2.6.13), 
ln Ek4+t . In Cs 一 (B — Ô)Tk+1 
——— «X M21 
limsup In Ek lim sup Ines — (8 + ó)Tk 1 
进而 ， 
d;(K) < lim sup In N(K, ex) (2.6.17) 
— lnek 
另 一 方面 , BA (2.6.13), 
Incs — (B + ó)ry € lnek € In Cs — (8 — 4) TE. 
所 以 对 任意 给 定 e > 0, 存在 适当 的 6, cs, Cs, ks ROL 
一 jnc5 十 (9 十 0TK 
————————— «i k > ks, 
“in; + (8-8) ^ +e 7 “5 
得 到 
In N(K, ex) < In N(K,cse-(0*97) In N(K, cge - (8+9) Te) Ines + (8 + 4) 7% 
—]nne  —InOs+(8—5)te = — Ines + (8+6)t% | —1nCs + (8 — yn 
K —(8-Fó)Tk 
«(14 5E ,C8e ) 
— nes + (B 4- ô)Tk 
de In N(K 
lim sup In N(K, ex) < (1 + e&)M8;g(K). (2.6.18) 
ko  — lnek 
结合 (2.6.17) 及 (2.6.18), (2.6.14) 得 证 . 
应 用 (2.6.15), 对 任意 s > 0, 存在 ke > 0, 成 立 
Ex N(K, Ek) « €, k > ke. 
所 以 
InN(K,e) .. <E 一 了 lnek 
=li DARE EZTIT €. 
d;(K) lim sup “ine, < lim sup “inex y 口 
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82.7 多 值 随机 动力 系统 


对 半 流 渐 近 性 态 的 分 析 是 现代 数学 物理 中 的 最 重要 的 研究 方向 之 一 . 通常 在 处 
理 具 有 耗 散 性 质 的 系统 的 时 候 , 人 们 通过 对 系统 整体 吸引 子 的 存在 性 及 其 结构 认识 
来 描述 系统 的 演化 行为 . 在 自治 情况 , 整体 吸引 子 是 一 个 一 致 吸引 有 界 集 上 所 有 轨 
道 的 紧 不 变 集 . 在 自然 科学 的 许多 应 用 中 , 非 自 治 系统 及 随机 系统 是 非常 重要 的 且 
是 有 趣 的 , 扩展 整体 吸引 子 的 概念 到 非 自治 情况 及 随机 情况 导致 了 所 谓 的 拉 回 (或 
上 链 ) 吸引 子 的 相关 理论 . 这 些 理论 已 经 在 非 自 治 及 随机 动力 系统 中 得 到 较 好 的 研 
究 和 发 展 , 并 旦 在 理解 非 自 治 及 随机 动力 系统 的 动力 学 行为 是 发 挥 了 非常 重要 的 作 
Fi. 然而 , 当 所 面 对 的 系统 的 解 不 具有 唯一 性 或 者 模型 是 由 微分 包含 来 描述 时 , 多 
值 流 被 证 明 可 以 有 效 地 处 理 这 些微 分 方程 及 微分 包含 的 渐 近 性 态 . 研究 表明 , 可 以 
通过 对 经 典 动 力 系统 理论 的 推广 来 研究 这 些 更 为 一 般 的 问题 , 参见 文献 [8] 等 . 

给 定 可 分 Banach 空间 (X, D, B(X) 为 其 对 应 的 Borel o- 代数 ，C(X) 及 
8(X) 分 别 记 空 间 x 的 非 空 闭 集 与 非 空 有 界 集 . 对 任意 集合 ALB C X, 定义 集合 
的 范 数 与 距离 分 别 为 |All := sup llall 以 及 dist(A, B) := sup inf lla — bj. 同时 , + 


Bs(A) := (2 € Xldist(z, A) < 6}, By := {z € Xzll <r}, 记 集合 A 在 空间 X 中 的 
HAH A. (Oher 为 定义 在 概率 空间 (0,5, P) 上 的 度量 动力 系统 . 

定义 2.7.1 多 值 随机 映射 G : 民 + x Qx X 5 C(X) 被 称 为 多 值 随机 动力 系 
统 , 如 果 成 立 

(1) 对 任意 zE X, RH (£u) > G(t,w)z TA; 

(2) 对 任意 rE X RweX, Guw)z = 2, 以 及 对 任意 ts c Rt, 成 立 
G(t + s,w)z C G(t, 0sw)G(s,w)z. 

多 值 随机 动力 系统 G 被 称 作 上 半 连 续 的 , de XXE X LCR, we 以 及 任 
* x € X, G(t,w)zx HRB UG wr), 存在 0 > 0, 成 立 如 果 dx(z,y) < ô, Wl 
G(t,w)y C U(G(t,w)z). 

另 一 方面 , G 被 称 为 下 半 连 续 的 , 如 果 对 任意 C6 RT, 6 e 0, 给 定 序 列 Zn 一 
z (n — +00), y € G(t,w)a, 存在 序列 gr € G(t,w)tn, Si n +00 时 , Yn >y. 

G 被 称 为 是 连续 的 , 如 果 它 是 上 半 连 续 与 下 半 连 续 的 . 

定义 2.7.2 MENAS Dw) 称 作 多 值 随机 动力 系统 G HAR (严格 不 变 ) 
Ak, 如 有 果 成 立 


D(94w) C G(t,w)D(w) (相应 地 D(is) = G(t,w)DWw)), vVteR*,oeQ. 


对 于 多 值 随机 动力 系统 , 可 以 给 出 如 下 的 极限 集 的 定义 . 


定义 2.7.3 MR (GY) 为 一 定义 在 可 分 完备 度量 空间 X 上 的 多 值 随机 动 
HAR, 有 界 集合 DCX 的 极限 集 定义 为 


A(D,w) = ^p(w) = [7 U Git, 0-w)D G(t, 0_4w)D. 
T20t2T 
类 似 定理 2.6.4 的 证 明 , 不 难 证 明 以 下 多 值 随机 动力 系统 极限 集 刻画 的 结论 . 
定理 2.7.1 给 定 定义 在 可 分 完备 度量 空间 X 上 的 多 值 随机 动力 系统 (G, 0), 
Ap(w) 为 闭 随 机 集 D C X 的 极限 集 , N m € Ap(w) 的 充分 必要 条 件 是 存在 序列 
{tn :z4 € D(9-1,w)} 及 序列 {tp}: tn > oo, 成 立 


z= lim G(tn,0-t,w)tn, wc&Q9. (2.7.1) 
TOO 


多 值 随机 动力 系统 的 极限 集 也 具有 随机 动力 系统 极限 集 类 似 的 性 质 . 

命题 2.7.1[8| 如 果 定 义 在 可 分 度量 空间 (X,d) 上 的 多 值 随机 动力 系统 (G, 人) 
是 上 半 连 续 , 且 存 在 紧 致 吸收 集 Blw), 则 P-a.s., 对 任意 有 界 集合 DCX, 成 立 

(1) 集合 万 的 极限 集 Ap(w) 是 非 空 、 紧 致 的 ; 

(2) 集合 万 的 极限 集 人 p(w) 是 不 变 的 , 如 果 进 一 步 G 是 连续 的 , MRS D 的 
极限 集 Ap(w) 是 严格 不 变 的 ; . 

(3) 集合 D 的 极限 集 Ap(w) 吸引 集合 D, 也 即 


lim d(G(t,0_-1w)D, Ap(w)) = 0. 
t 一 十 oa 


定义 2.7.4 HMMA Aw) 被 称 为 多 值 随机 动力 系统 (G,0) 的 全 局 吸引 子 ， 
de X P-a.s. 成 立 

(1) Aw) 是 G 的 严格 不 变 集 , 也 即 对 任意 t 之 0, RÈ G(t,w)A(w) = Aw); 

(2) (G,0) 吸收 空间 X 的 任意 有 界 集合 ; 

(3) 集合 Aw) 是 紧 致 的 . 

命题 2.7.23) 。 如果 定义 在 可 分 度量 空间 (X, d) 上 的 多 值 随机 动力 系统 (G, 0) 
是 上 半 连 续 , 且 夺 在 紧 致 吸收 集 Bw), RJ Pas, 对 任意 有 界 集合 DCX, 成 立 

(1) 集合 D 的 极限 集 人 p(w) 是 非 空 、 紧 致 的 ; 

(2) 集合 万 的 极限 集 Ap(w) AREH, 如 果 进 一 步 G 是 连续 的 , MRS D 的 
极限 集 Ap(w) 是 严格 不 变 的 ; 

(3) 集合 D 的 极限 集 Ap(w) 吸引 集合 D, 也 即 


| lim d(G(t, 9.4») D, ^p(w)) = 0. 


定理 2.7.28 wRELATHRES I (X,d) 上 的 多 值 随机 动力 系统 (G9) 
是 上 夺 连 续 ， 且 存在 紧 致 吸收 集 Bw), 对 任意 有 界 集合 DC X, 映射 RY x02» 
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(t,w) + G(t,w)DEX TR, MH X 2 x Git, wje € X 存在 紧 致 取 值 . 则 


Aw)= (J Art) 
DcX,D 有 界 


为 多 值 随机 动力 系统 G 的 唯一 全 局 吸引 子 ,并且 A 是 G 的 最 小 闲 吸引 和 集 . 


进一步 , 如 果 对 于 固定 (5o) € R* x Q, RH z — G(t,w)z 是 下 半 连 续 的 , 则 


G 的 全 局 吸引 子 Aw) 是 严格 不 变 的 . 
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第 3 章 ”高 斯 噪声 驱动 的 Navier-Stokes 
方程 的 动力 学 


这 一 章 重 点 研究 带 加 性 和 乘 性 高 斯 白 噪 声 于 扰 的 随机 Navier-Stokes 方程 解 的 
适 定 问题 及 长 期 演化 行为 . 其 内 容 主要 取 自 文献 [30], [32], [35], [36] 和 [38] 等 . 


§3.1 基本 概念 和 假设 
考虑 如 下 定义 在 Hilbert 空间 上 的 非 线性 随机 偏 微分 方程 : 
du(t) = [Au(t) + f(t, u(t))] dt + (t, u(t)) AW (t) 


其 中 , Au 为 线性 部 分 , f(t,u) 为 非 线性 部 分 , O(t,u) 为 噪声 强度 (SET), W) 为 
Hilbert 空间 上 的 布朗 运动 . 当 o 依赖 于 u 时 , 称 e(t u(t)) aW (t) 为 乘 性 噪声 , A 
则 称 其 为 加 性 噪声 . 

下 面 给 出 偏 微分 方程 各 种 解 的 定义 . 给 定 可 分 Hilbert 空间 H, A: D(A) > H 
X! H bE— Co- 3ERE S(t),t 2 0 的 无 穷 小 生成 子 . U 为 另 一 Hilbert 空间 , W(t) 为 
定义 在 完备 概率 空间 (0, 天, Fe, P) 上 的 U- 值 Wiener 过 程 . 考虑 如 下 的 定义 在 空 
间 zr 上 的 随机 储 微 分 方程 : 


| du(t) = [Au(t) + f(t, u(t))] dt + (t, u(£)) aW (t), 


3.1.1 
u(0) = uo € H. l ) 


定义 3.1.1 给 定 两 Hilbert 空间 万 与 {ep} c E 5 (f;) CF 分 别 为 其 对 
应 的 完备 正 交 基 . 称 线 性 有 界 算 子 T: iE F A Hibert-Schmidt #7, 如 果 成 立 


oo 
M [Tex]? « oo. 
k 


在 本 章 中 , 假定 下 面 关于 F 5 更 的 条 件 成 立 : WERK T >O, 

(1) 可 测 性 . 

(Ai) F : [0, T] x H — H Æ (B(0,T) x B(H), B(H)) 可 测 的 . 

(A2) ®: [0,7] x H > £?(U, H) 是 (B(0,T) x B(H), B(L7(U, H))) 可 测 的 . 
进一步 , 关于 线性 增长 性 约束 的 假设 , 也 即 存在 常数 L > 0, 对 任意 0 <t <T. 
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(2) 线性 增长 性 . 

(As) fŒ, u) — ft, oN + IE u) — OE, vlie < Llu — vl, uv € H. 

(Aa) FE 0l? + EE w lez < LA + lul), u € H. 

定义 3.1.2 GR) — Ak D(A)- 值 可 料 随机 过 程 u(t), 0 « t « T 为 随机 偏 微分 
方程 (3.1.1) 的 强 解 , 如 果 成 立 


P u [|l2«(s) | + || Au(s)|| + Hf (s, u(s))|[] ds < «j =1, 


T 
P i || (s, u(s))||22 ds < “| =], 
0 
以 及 


u(t) = uo +f [Au(s) + f(s, u(s))] ds +f $(s,u(s) dW(s), P-as, te [0,7]. 


附注 3.1.1 由 定义 可 知 , 随机 偏 微分 方程 (3.1.1) 的 强 解 必然 存在 连续 修正 . 

下 面 考虑 随机 偏 微分 方程 解 (3.1.1) 的 其 他 意义 下 的 不 同 定义 . 

定义 3.1.3 ( 弱 解 ) M H- 值 可 料 随 机 过 程 u(t), 0 t < 了 为 随机 偏 微分 方 
程 (3.1.1) HRH, 如 果 成 立 


ath ||u(s) || ds < J =1, 


并 且 对 任意 EeD(A*), 其 中 A ARF A 的 对 偶 算 子 , 对 任意 te [0, T], 成 立 
(u(t), €) =(uo, £) + n [(u(s), A*£) + (f(s, u(s)), £)] ds 


+ f EAW), Pas. 


0 

下 面 给 出 随机 偏 微分 方程 弱 解 的 存在 性 定理 : 

定理 3.1.1 假定 uo € H X Jy TA, 并且 条 件 (Ali)~(Aa) 成 立 ， 则 方程 
(3.1.1) 存在 唯一 弱 解 u € L?(2,C({0, T); H)). 

对 于 随机 偏 微分 方程 的 强 解 与 弱 解 的 关系 , 有 如 下 结论 : 

定理 3.1.2 ”考虑 随机 偏 微分 方程 (3.1.1)， 

(a) 方程 (3.1.1) 的 每 一 强 解 也 是 方程 (3.1.1) 89 48 S 

(b) 给 定 方程 (3.1.1) 在 空间 D(A) vb Su GERE M ult), 如 果 成 立 


T 
P {/ 山 w(s) + Aus) + HIC, u(s))II] ds < =} =1, 
v0 


elf" || ®(s, u(s))l2s ds < =} =], 
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则 过 程 u(t) 也 是 方程 (3.1.1) 的 强 解 . 
定义 3.1.4 (XE BERE) th H- 值 可 料 随 机 过 程 u(t), 0 < € < T, 称 其 为 随机 偏 
微分 方程 (3.1.1) 的 Mild 解 , 如 果 成 立 


T 
P r ]u(s)]l? ds < ~ =1, (3.1.2) 


Pf [ use - oft utei e SE 0nd ds < oof =1, (3.1.8) 
HL 
t t 
u(t) = S(uo* f S(t — s)F(s, u(s)) as+ f S(t—s)®(s,u(s))dW(s), a.s.. (3.1.4) 
[U 0 


附注 3.1.2 ”在 上 述 定 义 中 , RH (3.1.2) GST E. (3.1.4) 中 积分 定义 的 要 求 . 
事实 上 , 当 较 弱 的 条 件 (3.1.3) 成 立时 , (3.1.4) 中 对 积分 定义 的 要 求 仍然 能 够 得 到 满 
R. 从 而 , 在 以 上 定义 中 只 需要 条 件 (3.1.2) 或 条 件 (3.1.3) AÈ. 

定理 3.1.3 ”假定 uo Ee 日 为 万 TM, 且 条 件 (A1)~(A4) RÈ, 则 方程 (3.1.1) 
存在 唯一 弱 解 uc L"(Q,C([0, T]; H)) 及 唯一 Mild 解 u(t) € £°(0,C((0, T]; H)) A 
L?(Q, L?((0, T]; H)). 

定理 3.1.4 Je X u(t) 是 随机 偏 微分 方程 方程 (3.1.1) 的 弱 解 , 并 且 成 立 


P {/ [llu(s)Il + IF (s, u(8)0l] ds < J =1, 
0 


T 
p [[istsstnttoas o) =a, 


则 过 程 u(t) 也 是 方程 (3.1.1) 的 Mild f. 


§3.2 ”加 性 高 斯 噪声 驱动 的 随机 Navier-Stokes 方程 


这 一 节 , 假设 区 域 D c R2, 由 随时 间 变 化 的 外 力 Ff: Rt x D R? 驱动 的 
不 可 压 常 密度 夭 性 流体 . 不 妨 设 密度 函数 为 1, HARB v > 0 以 ult,z) eR 及 
p(t,z) c R 分 别 表示 在 位 置 € D, 时 间 t > 0 的 流体 速度 及 压力 . 假定 所 研究 流 
体 的 速度 与 压力 的 演化 由 以 下 相应 的 Navier-Stokes 方程 的 初 、 边 值 问题 描述 : 


Ti c vue (u: V)u Vp - f. t» 0, z € D, 
div u = 0, t>0, re D, (3.2.1) 
u = 0, t>0, zeðD, 


u(-,0) = uo, zr € D. 
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假定 D cR? 为 任意 带 足 够 光滑 边界 OD 的 (例如 边界 满足 所 谓 的 “ 锥 ” 特性 
的 有 界 或 无 界 ) 区 域 . 在 此 , 采用 常规 的 研究 Navier-Stokes 方程 的 数学 框架 , 参见 
文献 [24] 等 . 基本 空间 为 Lebesgue 空间 L?(D) := L?(D, R?), 并 且 其 上 定义 的 内 积 
及 范 数 分 别 为 


u= E fae, |o (97. 


考虑 所 有 在 空间 LCD, IR?) 中 存在 直到 阶 弱 导数 的 函数 4€ LP(D, R?) 组 成 
的 Sobolev 空间 H*?(D) = H*?(D,R?), KP ke N, p € [L,oo). 在 范 数 


1/p 
IE |D*u(z)|? dz 
ez (X fomes 


F, H*»(D) 为 可 分 Banach 空间 . 
显然 , IER k cN, H*2(D) 在 自然 定义 的 内 积 下 为 一 Hilbert 空间 . 我 们 将 
考虑 问题 (3.2.1) HBA, 因而 需要 定义 合适 的 测试 函数 空间 , 令 


y =V(D) := (€ CF(D,R?)): div 6 =0, Vz € D}. 


空间 v 在 空间 I2(D) 中 的 闭 包 , 相应 地 在 空间 mD) 中 的 闭 包 , 分 别 记 为 H 
与 V， 上 述 两 空间 的 标量 乘积 范 数 分 别 为 继承 自 空 间 L2 (D), 相应 地 继承 自 空间 
Hi2(D) 中 的 标量 乘积 范 数 | 
称 区 域 D 为 Poincaré DXX, 当 且 仅 当 存在 Ay > 0, 使 得 Poincaré 不 等 式 成 立 ， 
即 
eda < x] | Vo P dz, $€C$(D,R?). (3.2.2) 
D à D . 
附注 3.21 3 D 在 业 一 方向 有 界 时 , 即 存在 向 量 bE RR*, 使 得 sup Iz, b)| < 
oo, 则 该 区 域 D. 为 一 Poincaré IX 33,30]. 
如 果 D 为 一 Poincaré Ki, 则 空间 Y 中 原始 范 数 等 价 于 由 以 下 内 积 导 出 的 
范 数 || - |l, 


(u,v) [Xv Vvjdz = (Vu, Vv), u,v EV. (3.2.3) 
定义 双 线 性 映射 a:V x V OR 如 下 
a(u,v) := (Vu, Vv), u,v EV. (3.2.4) 


由 上 述 定 义 可 以 看 出 , a 与 空间 V 中 的 内 积 是 一 致 的 , 因而 a 在 空间 V 中 连 
A. 即 存在 C > 0 成 立 
la(u,u)| <Cllull?, uev. 
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应 用 Riesz 表示 定理 , 存在 唯一 线性 算 子 A :V 一 V", 使 得 
a(u,v) = (Au,v), u,v€V, 
其 中 vV 为 空间 V 的 对 偶 空间 . a 是 V- 强迫 的 , 即 存 在 a > 0, 使 得 
a(u,u) 2 allull?, uev. 


应 用 Lax-Milgram 定理 (参见 文献 [24] 中 定理 1121), RF A: V >V 为 一 
EHRT. 
由 于 空间 v 稠密 并 连续 地 藤 入 空间 H, 空间 H 可 以 看 作 与 它 的 对 偶 空 间 是 
一 致 的 , 由 如 下 嵌入 关系 
VCcHSEHCV.. (3.2.5) 
在 这 种 情形 下 , 空间 V, H 及 V 构成 了 一 Gelfand 三 元 组 . 
接 下 来 , 定义 空间 互 中 无 界线 性 算 子 4 如 下 


{ea 


(3.2.6) 
Au := Au, u € D(A). 


在 给 定 区 域 D 的 某 些 正 则 性 的 假设 条 件 时 , 空间 D(A) 可 由 一 些 相应 的 Sobolev 
空间 加 以 刻画 . 对 3- 维 空间 中 区 域 的 情形 n7] 可 采用 类 似 的 技巧 获得 2- 维 空间 区 
域 的 如 下 结果 : 给 定 区 域 D CR? 满足 一 致 C?- 类 边界 正则 性 条 件 及 Poincaré 条 
件 , 则 成 立 . 

D(A) := VN R??(D), 
| Au:=—PAu, ué D(A), 


其 中 P :12(D) H 为 由 空间 LD) 到 空间 H 上 的 正 交 投 影 算 子 . 

下 面 给 出 一 些 经 典 结论 , 参见 文献 [10], [24] 等 , AT A 为 定义 在 空间 H 中 的 
非 负 自 伴 算 子 . 同时 , V = D(AV?). 由 Fujiwara, Morimoto 等 的 工作 H5, 投影 P 
能 够 被 延 拓 为 空间 LD), 1 <q < co 上 的 有 界线 性 投影 . 

附注 3.2.2 ”不 难得 出 如 下 结论 : 

(i) 记 HD) 为 空间 Cg? (D,R?) 在 空间 H'?(D) 中 的 闭 包 . TEER, 空间 
V 等 于 空间 在 空间 H (D) 中 的 闲 包 . 

(i) 文献 [24] 中 有 关 空 间 H 与 空间 V 的 特征 刻画 对 D AAR Poincaré 区 域 
时 同样 成 立 . 

也 即 ， 当 记 元 为 区 域 刀 的 边界 9D 的 外 法 向 量 时 ， 成 立 


(3.2.7) 


H+ = {u € L(D) : u = gradp, V p € Lioe(D))}, 


H = {u € L?(D) : div u = 0,u - flap = 0}, 
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V={ue Hy’?(D) : div u = 0]. 

(ii) 当 D 为 有 界 区 域 时 , HP ATH, 并 且 其 逆 算 子 4-1 为 空间 HAR A 
伴 紧 算 子 ， 此 时 , 算 子 4 的 谱 是 由 一 无 穷 序列 0< Xi XM Ec Sm 一 oo (包含 
所 有 重复 的 特征 值 的 重复 计数 ) AM. 同时, 存在 由 4 的 特征 向 量 组 成 的 , 空间 H 
的 正 交 基 {wm}m21, 成 立 Atm = AmnWm,m € N. 

(iv) 然而 当 区 域 D 为 无 界 Poincaré 区 域 时 , HF APH, 它 的 逆 算 子 A-! 有 
I, 并 且 

|Aul? > A, (Au, u) > Miu?, Vue D(A). (3.2.8) 
特别 地 , 空间 V 的 原始 范 数 等 价 于 由 内 积 | 


(u,v) = Í > Vu; Voy de = (Vu, Vu) 


导出 的 范 数 1 - |}. 
进一步 , 空间 D(A) 的 相 范 数 等 价 于 范 数 |A- PS, 
(Au, u) = (u, x) = lv]? = Vu], ve D(A). (3.2.9). 
(v) 当 区 域 D AA Poincaré- 型 区 域 时 , || .| 只 为 空间 V 上 的 半 范 数 . 同样 地 ， 
14 .| 只 为 空间 D(A) 的 半 范 数 . 
接 下 来 , 定义 如 下 基本 三 线性 型 : 


blu, v, w) = J, uVow dz = Y x z) Div! (z)u (x) dz, 


i,j=1 


其 中 , uv w ELL, (D) 为 满足 上 式 中 右边 积分 存在 的 任意 函数 . WR u,v 满足 线 
性 映射 fu,w -) 在 空间 V 连续 , 其 相应 的 对 偶 空 间 V" 中 元 素 将 被 记 作 Blu, v). 同 
Nid Blu) = B(u,u). 注意 到 , WR u,v e H WE (uV)v = 2 v € L?(D), 则 


B(u,v) = P(uVv). 

下 面 为 关于 的 基本 性 质 , 可 参见 文献 [24] 的 引 理 1.3 及 文献 [25]. 

存在 常数 C > 0, 使 得 

b(u,v,v) 20, XLueV,ve HI? (D), (3.2.10) 
b(u,v,w) = —b(u,w,v), Xue V,v, wE Hy?(D). 

uj 2] vu 721v! Av ul uc V,ve D(A),w € FH, 
|u| !/2| Au|V7?2|Vv]|w], u € D(A,v€V,w€ H, 
lul] Vv]hwl*/21Aw| V2, u€ H,v € V,w e D(A), 
lu 721 vu[/2Ive||w|V?|vw|U7, u,v, w € V. 


blu, v, w)| < C 


(3.2.11) 
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同样 , 由 文献 [24] 的 引 理 II.3.3, 成 立 如 下 不 等 式 : 


lultrap) S 2/4 I Vvo v e H}? (D). (3.2.12) 


应 用 Holder 不 等 式 , 得 出 如 下 不 等 式 : 
jo(w, v, w)| < lulacpyl vozcp) wl Dp), uv, w € Ho (D). (3.2.13) 
因而 , b AHH L^(D) x V x L4(D) BIR 的 有 界 三 线性 型. 
引 理 3.2.1 ”映射 8 :区 xx 区 xx 一 到 可 被 唯一 地 延 拓 到 有 界线 性 映射 
b: L4(D) x (L4(D)N H) x V >R. 
由 引 理 3.2.1, B 映射 空间 L4(D) nH (同样 的 , V) 到 空间 V", 并 且 
|Blu)lv < Cilul£ap < 27 Ci|ul|Vu| < Coluly, we. (3.2.14) 


附注 3.2.3 de X zc L4([0,T];L*(D)), 则 B(z) € L?(jo, T]; V. 
实际 上 , 由 (3.2.14), 有 


T T 
n IBGE? dt < C? fl Iz (i). dt < oo. 
由 上 面 介绍 的 相关 记 法 , 研究 问题 (3.2.1) 的 如 下 泛 函 分 析 方程 : 


| e +vAu+ B(u) = f(t), t > 0, (235) 
u(0) — uo. 
本 节 主 要 目的 是 研究 一 类 由 以 下 定义 在 区 域 D E, 加 随机 外 力 f) 扰动 的 
Navier-Stokes 方程 所 刻画 的 随机 耗 散 动力 系统 的 长 期 演化 行为 . 
{ du + {vAu + B(u)) dt = f dt-- dW(t), t>0, 
u(0) = z, 
Hp zeH, fev’, 且 W(t),teR 为 一 双边 定义 的 空间 H 上 的 柱 Wiener 过 程 . 
在 3.5 WH, 我 们 将 给 出 问题 (3.2.16) 的 准确 的 解 的 定义 . 简单 地 讲 ， 问 题 
(3.2.16) 的 解 是 一 可 以 表示 为 wb = v(t) + zo (t) 的 随机 过 程 u(t), t > 0， 其 中 ， 
zalt), t € R 是 漂移 项 为 -4 一 al 的 稳定 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 ， 也 即 以 下 方程 
的 稳定 解 : 


(3.2.16) 


dz+(A+a)zdt=dW(t), teR. 


FE v(t), t 2 0 为 以 下 问题 给 定 初始 值 vo = x — 2(0) 时 的 解 : 
dv 
| w7 —vAv — B(v) — B(v,z) — B(z,v) — B(z)+ oz + f, (3.2.17) 
v(0) = VQ. 
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这 一 节 主要 在 相应 的 概率 空间 上 构造 适当 的 的 噪声 模型 ， 在 构造 噪声 模型 之 
前 , 先 看 看 常规 的 噪声 模型 , 并 分 析 其 中 存在 的 问题 

在 对 有 界 区 域 动力 系统 的 研究 中 , 由 于 Stokes BF 4 的 逆 算 子 A! 为 空间 H 
中 的 紧 算 子 , 故 算 子 4 在 空间 H 中 存在 谱 分 解 . 记 enen JAT 4 的 特征 向 量 
(实际 上 这 些 特征 向 量 构成 了 空间 H 的 一 组 正 交 基 ), A, Aa (im_ An = +00) 
为 算 子 A 对 应 上 述 特征 向 量 的 一 组 特征 什 . 

令 


w(t) = D oj Bi(t) ej, 
j=l 
其 中 , 6, 82, 为 对 应 全 体 实 值 t, 定义 在 概率 空间 (Q, F, P) 上 的 1- 维 独立 布朗 
运动 , 其 期 望 记 作 E, 万 = o{w(s) — w(r),7 <s < th. 


研究 表明 , 通常 需要 w(t) 满足 一 定 的 条 件 , 从 而 在 某 些 特 定 的 空间 中 . 一 般 而 
要 求 w(t) 在 空间 D(A*) PRIÉ. 


当 f = 》 fies 时 ， 
j=1 


Ub 


Fhan = IA IP = > GSP = MI. 
了 一 1 


j=l 
因而 , / c D(A*) MBAS DARS? < oo, 故 w(t) 为 空间 D(A*) 中 布朗 运动 


j=l 
的 充分 必要 条 件 是 
Lo 2 X < 
考虑 以 下 的 辅助 Ornstein-Uhlenbeck 方程 : 
dza(t) + Aza(t) dt = —ozo(t) dt +dw(t), a € R*. (3.3.1) 


由 文献 [11], 方程 (3.3.1) 存在 稳定 遍历 解 : 
zalt) = J ' ef 4-2) (8) dw(s). (3.3.2) 


研究 表明 , zo(t) 的 正则 性 依赖 于 随机 过 程 w(t)， 在 应 用 中 为 了 满足 zalt) 在 
空间 D(A*) 中 存在 连续 的 轨迹 , 通常 是 通过 对 随机 过 程 w(t) 的 某 些 假定 来 加 以 
保证 . 
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co pt 
Azalt) = Xj. Me CN 790795, dG;(s)e;, 


Elza(t)lD cae) =E [l4"za t)z] ->z|/ Mec 8790798; 86) 


j=l 


2k ,2(— A5 —a)(t—5) 12 AP 
一 —Aj—a)(t—s 2 J 
-二 人 Aj e j 07 ds = 3 3 ej 


—oo j=l Àj + a 


oo g2X2k 
如 果 > ， V < oo, 则 过 程 zalt) 依 概率 几乎 完全 在 空间 D(A*) PRE. 由 
ja ~“ 


FAT 4 为 对 角 线 算 子 过 程 , 与 以 上 给 定 的 布朗 运动 相关 的 算 子 4 的 协 方差 算 子 
与 算 子 A 可 交换 , 故 随机 过 程 zo(t) 轨迹 是 连续 的 5 
在 一 些 特 丈 的 情形 下 , 通常 假设 


we 


Z 
则 有 zeC (lto, Tj; D(A4)), P-as.. 
附注 3.3.1 因为 


If Iba = (Eas) - EDITI 
j=l 


i,j=1 
HH i 2 
E(z,(t))? = -2(t-s)i*0)52 ds = 0j LR. 
a= f e cidem gr = P 
4 十 co a? 
Bero [umet Face t (xir). 
则 


EH aa = => À AEG (E; (Y + 2 NEGO) 


D(AX) 
iol 
<3 fe xs) 
因而 , 在 如 上 假设 条 件 下 , 成 立 
lm E| Az, (£)|* — 0. 


在 一 些 空间 周期 的 情形 , ERER ATELIERS EH: 
oo 2 


O^ 
My 
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另 一 个 较 强 的 假设 是 


g2 
« oo. 


存在 % > 0, 使 得 SD m 
. jai À? o 
在 这 种 情形 下 ， EC (lto, T]; D(475*)), 并 且 z,€C (to. T]; D(A#+™)). 

另 -方面 , 如 果 oj = 1, HY 


w(t) = $ os A5 Bilt) 5 
3 


j=l 

为 空间 D(A) 中 取 值 的 柱 布朗 运动 . 在 这 种 情形 下 , 选取 o; = 547, BE k = 
1 4 27. 可 知 , w(t) 为 一 在 空间 D(4i+2) 上 取信 的 柱 布朗 运动 

为 了 实现 对 随机 偏 微分 方程 生成 随机 耗 散 动 力 系 统 研究 的 需要 , 通常 要 求 对 
应 的 辅助 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 满足 一 定 的 条 件 . 如 同 许多 学 者 已 经 研究 过 的 一 
样 , 一 般 而 言 , 对 辅助 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 的 约束 条 件 是 通过 对 相应 的 Wiener 
过 程 的 约束 来 实现 . 这 一 部 分 首先 给 出 对 Wiener 的 一 个 约束 条 件 , 接着 通过 常规 
流 的 构造 , 定义 在 相应 空间 上 的 可 测 动力 系统 . 

假设 3.3.1 给 定 Hilbert 空间 K c HNL4, 使 得 对 一 些 6 eE (o, 3); 


A`? : K > HAL’ 为 y-radonifying 算 子 ， (3.3.3) 


附注 3.3.2 条 件 (3.3.3) 意味 着 AO: K  H 为 一 Hilbert-Schmidt 算 子 ， 
且 
A-§:K > HnL* A 7-radonifying 算 子 . 


(a) 注意 到 , 对 任意 s 0, A 为 空间 AOL’ 中 的 有 界 算 子 . 因而 , 当 对 一 些 
Jk 61, 条 件 (3.3.3) 满足 时 , 它 必 然 对 任意 bo 61 也 满足 . 

(b) 由 文献 [8] 定理 2.3, Bp € (L,oo). 假定 (Oi, Foui) i5 2 为 一 o- 有 
限 测 度 空间 , 则 有 界线 性 算 子 K : L2(O1) 一 L?(O2) 为 Y-radonifying 算 子 的 充分 
必要 条 件 是 存在 可 测 函数 上 : O x O — R, 使 得 


人 | E) va di2(x2) < oo, 
并 且 对 任意 v- 几乎 所 有 za € Or, 


(K(f))(e2) = f, k(z1, 22) f (2))dm (m), f € L2(O1). 
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由 此 , 如 果 O 为 有 界 区 域 , 则 AS: H 一 LP(D) 为 4-radonifying HF HAD 
必要 条 件 是 


p/2 
上 人 Esser! dz < oo, 


其 中 , ej 为 空间 H 的 一 正 交 基 , HH Ae; = Xe; j EN. 
3; D 为 2- 维 环 面 时 , AC? 为 Yradonifying 算 子 的 充 要 条 件 是 s >3 = OMS 


I, € K = D(A), REA K — HnL^ 3 «-radonifying X--f- 8$ LERRA 8 ; 
从 而 在 这 种 情形 下 , 对 任何 5 > 0, 假设 3.3.1 都 成 立 . 

ELL, 条件 (3.3.3) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 算 子 AOD: H HNL X 
y-radonifying 算 子 . 然而 , 对 一 些 有 着 更 为 复杂 的 几何 结构 的 区 域 的 情形 , 上 面 所 
提 到 的 假设 及 结论 将 更 为 精细 [261. 

(c) 由 于 希望 相应 的 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 在 空间 ANL* 中 , 因而 在 关于 唆 
声 的 假设 3.3.1 P, 要 求 5 < 3 

WX = HL, WE ARA A (X) 关于 相 范 数 ele = |A~*alx 在 空间 X 
中 的 补 集 . 不 难 证 明 空间 E 为 可 分 Banach 空间 . 对 于 € € (0,1/2), 令 


C$ (R, E) := te € C(R, E) : (0) = 0, sup . de4-«ess  . ooh, 


t ser [t — s[€(1 + [t| + |s|) 
容易 证 明 , 空间 CT, (R, E) 在 所 定义 的 范 数 


la (t) — w(s)| 
lolos r, E) OER jt — sl€(1 + |t] + ipu 
为 不 可 分 Banach 空间 . 
然而 , 空间 (o € CgP(R,E) : w(0) = 0) 在 空间 C$, (R, E) 中 的 闭 包 , 记 作 
Q(£, E), 为 可 分 Banach 空间 . 
对 上 = 0, 有 类 似 的 定义 . 记 Cu js (R, X) 为 所 有 满足 线性 增长 条 件 的 连续 函数 
构成 的 空间 , 即 对 某 些 常数 C = C(w) > 0, RE 
lwt) < C+) teR. (3.3.4) 
空间 Ci; (R, E) 及 定义 在 其 上 的 范 数 
lee, aq. E) = Sap p ; 


为 可 分 Banach 空间 . 
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附注 3.3.3 i F ARM OE, E) 上 的 Bord o- 代数 . 应 用 文献 [2] 中 所 
提供 的 方法 (对 一 维 空间 的 情形 参阅 文献 [16]), 对 于 Eee (0,1/2), 存在 空间 OE, E) 
上 的 Borel 概率 测度 P, 满足 由 下 式 定义 的 经 典 的 过 程 wu COR 满足 

ww) := w(t), we NE, E) (3.3.5) 
为 一 双向 Wiener 过 程 , 使 得 由 定义 在 空间 E 上 的 高 斯 测度 Lw) 构成 的 再 生 核 
Hilbert 空间 (或 称 为 Cameron-Martin 空间 ) 等 于 K. 

令 teR, Fi :=o{ws:s8 <t}. 由 于 对 任意 te R, 映射 
z o d : E* 一 全 L (XE, E), Fe, P), 
其 中 , i: QE, E) y qit) e E, 满足 条 件 
E|z o i = tlz|k, 

映射 zoi 可 被 唯一 地 延 拓 到 一 有 界线 性 映射 

W,: K > L?(Q(€, E), Fa, P). 

进一步 , 映射 族 (Wi)ier 是 一 定义 在 筛选 概率 空间 (O(£, E), (Breer, P) 上 的 
H- 柱 Wiener #2"). 

在 空间 Cyjo(R, X) 上 定义 流 9 = (01) ,eg. 

hwl) 2 w(--t) -w(t, WER, tcR. 
流 (Oden 保持 空间 Cf, R, E) 与 空间 O(E, E) PE, 通常 记 9 为 Oe 在 上 面 两 空 
间 之 一 上 的 投影 . 

显然 , 对 任意 LER, 0, 保持 P 不 变 , 即 对 任意 B € F, P(9;! B) = P(B). 

为 了 定义 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 , 下 一 节 将 研究 一 些 相关 的 分 析 基 础 理论 作 
为 准备 . . 

这 一 节 最 后 主要 从 分 析 的 角度 , 完成 对 后 面 将 定义 的 辅助 Ornstein-Uhlenbeck 
过 程 的 存在 性 与 一 些 正则 性 特性 的 准备 . 

命题 3.3.1 给 定 一 定义 在 可 分 Banach 空间 X 上 的 分 析 半 群 (e I^ jio 的 
ERF A, 假定 对 一 些 正 常数 C>0 及 了 >0, ME 


WAM eA I crx xy S Ct Me, tz0. (3.3.6) 


对 任意 的 EE (5 5) AG € C$ (R, X), 定义 


2(t) = 2(@)(t) = f Ate TEDA Ot) —B(r))dr, tER. (3.3.7) 
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JjeX tcR, M 2(t) 为 有 定义 的 空间 X 中 的 元 素 , 并 且 映 射 
Ci /2(R, X) >ò a(t) EX 
连续 . 
进一步 ,映射 2: CT, (R, X) > CR, X) 为 有 定义 的 线性 、 有 界 映射 
特别 地 , 存在 常数 Ca < 00, 使 得 对 任意 总 < CE (R, X), BE 


|2(@)(t)| « Coll + HHI, teR. (3.3.8) 


附注 3.3.4 WF O(6 X) 为 空间 CT, (R, X) AAPAN, 当 用 空间 CT(R,X) 
替换 空间 O(C X) 时 ,上 述 命题 3.3.1 依然 成 立 . 

证 明 第 I 部 分 . BE GE CLQ(RSX), E te R. 为 证 明 2(t) 在 空间 x CR 
定义 , 需要 证 明 


[latte (p) -aa)lar<oo 


由 变量 替换 (s —t— 7) 及 z(2)(0) NEM, 有 
{Ma ema - oye = [ase - a s) ds, 
一 ce 0 


öt) = n ^ 4l+5e-4 (5 (t) — a(t — s)) ds. (3.3.9) 
0 
由 (3.3.6) 可 知 
Í |A--5e-*^(o(t) — ölt — s))|ds < C f Sr lolt) —à(t—s)ds, (3.3.10) 


XB č € CA, X), 


lt) — et — s)| 
R [s|&(1 + [t| + |t — 5D)? 
= - elles, (R alea + [t| T It — sp? 


let) — ölt — s)| < sE (1 + It] + ft — sl)? sup 


< lolles, oll + [o7 + i), s,t ER. (3.3.11) 
因而 , 给 定 C1 = fo per roma V3 ah ds, 都 有 
0 


Mens | v 1/2 4. 51/2) qs 
[ Sese - 20 - 148< öles, eo ees e IB + 3/2) 
0 


< lellet La ao (c. " Cal?) < oo. (3.3.12) 


es, MEME 


所 以 , 由 (3.3.10), (3.3.12) 及 ô < € 可 知 , 1+8- E< 1, 推导 得 出 2( 在 空间 
X 中 有 定义 . 


进而 , 24 C = max{Ci,C2} 时 , 证 明了 不 等 式 (3.3.8). 
第 IL 部 分 . 关于 t 的 连续 性 . 对 任意 t,to € R, 都 有 


|2(t) — 2(to)| < l Att eA (olt) — olt — s) — G(to) + G(to — s))| ds 
< cf eres C) - à(E— s) — (to) + S(to — s)| ds 
=: I(t, to). (3.3.13) 
只 需 证 明 对 固定 to CR 及 序列 (如 )ne 满足 如 一 to 时 , 都 有 
I(tn,to) 20, n — oo. (3.3.14) 


由 于 马 为 X- 值 连续 函数 , 对 任意 s e (0, 00), 被 积 函数 收敛 到 0. 应 用 Lebesgue 
控制 收敛 定理 ,为 证 明 (3.3.14), 只 需 找到 可 积 函数 g: (0,00) 一 Rt 满足 对 任意 
s > 0, 及 任意 n eN, 成 立 

SD) = à(t — $) - à() + olto ~ s)| < als) 

H tr > to, FE K > 0 使 得 对 任意 ne N, 成 并 1+2|in| < K. 

因而 , 由 (3.3.11), 对 任意 n eN, RL 


er 
FE 


io) — O(n — s) de < [Allee a oo el IX + 8%) 
如 果 定 义 
gle) = Clialics, a (KY + 和， 8 > 0, 
则 只 需 证 明 函 数 9 的 可 积 性 . 
这 点 可 通过 对 以 下 结论 的 证 明 来 实现 . 


1 e778 © e77 1/2 
f rt(l + 81/7) ds < oo H n iral! + 57) ds < oo. 
0 1 . 


分 别 由 5 c£ Ry > 0, 完成 了 对 上 面 两 不 等 式 的 证 明 . 进而 也 完成 了 函数 关 
T t 的 连续 性 的 证 明 . 

第 II 部 分 . 映射 2. 由 前 面 第 I、II 部 分 的 证 明 , 得 出 对 任意 o € CFR, X), 
函数 2() € C1y2(R, X). 

因而 , 映射 2: Cf, (R, X) > Cyjs(R, X) 有 定义 . 
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由 在 第 I 部 分 证 明 的 结尾 处 的 观察 可 知 , 不 等 式 -(3.3.8) 成 立 , 因而 2 AH. 
综 上 所 述 , 完成 了 对 整个 命题 的 证 明 . 口 
作为 命题 3.3.1 一 个 直接 结果 , 有 如 下 结论 . 

推论 3.3.1 在 命题 3.3.1 中 的 假设 条 件 下 , WHER CER X —00 ca « b « oo, 


C$ a(R, X) > ù = 2(2)(t) € X, (3.3.15) 


C$ (R, X) > à e» 2(@) € L* (la, bl; X) (3.3.16) 
连续 . 
附注 3.3.5 ”在 推论 3.3.1 中 的 第 二 部 分 中 ,指数 4 不 能 被 替换 成 任意 9 E 
Loo]. 作为 命题 3.3.1 的 特例 ,将 空间 CT,(R, X) HRA TM AEX) at, 推论 
3.3.1 同样 成 立 . 
定理 3.3.1 AGM 3.3.1 的 题 设 条 件 下 , 对 任意 o € CE (R, X), 成立 
2(0w){t) = £(w)(t--s), ts ER. 
特别 地 , 对 任意 o CO 及 任意 t,s €R, 2(0,w)(0) = 2(w)(s). 
WEBB ”由 (96w)(r) =w(r +s) 一 w(s),7 € R, RE 
2(0,)(t) = f ASe (6-74 [9 w(t) — Ysw(r)] dr 
SAH f EA ees) etr a) dr 


t+s 
= AL f e (tts-r')A [w(t + s) — w(r’)| dr’ = £(w)(t + s). oO 


附注 3.3.6 a} CECR, X), + 
(C) =C(t+s), t,sER, 
则 rs 为 一 由 空间 Cyo(R, X) 到 它 自身 的 映射 
进而 ， Ts 为 线性 、 A IPRA, 并 且 映 射 族 (Ts)seR 为 定义 在 空间 O12(R, X) 上 
的 有 界线 性 算 子 的 强 连 续 群 . 


应 用 前 面 所 介绍 的 记号 , 定理 3.3.1 有 如 下 形式 . 
推论 3.3.2 ”对 se 了 要, 成立 


Ts OZ = ĉo Va. 


MAJEE s ER A w E Cfa R, X), RH 7o(2(w)) = 2(9.(2)). 


$33 噪声 模型 与 可 测 动力 系统 的 4 成 


下 面 考 虑 线性 演化 Stokes 算 子 的 有 关 问 题 . 特别 地 , 给 定 可 分 Hilbert 空间 H 
及 线性 算 子 A (Stokes BF) 如 同 在 $3.2 所 介绍 的 , 空间 X 及 空间 E 如 同 在 $3.2 
所 定义 的 . 

注意 到 , 在 当前 给 出 的 定义 框架 下 , 对 任意 > >0 及 aw>0， 


(VA+al)>: E >X 
及 其 导出 映射 
QUE, E) 3 w — vAt+al)iw e OE, X) 


均 为 有 界线 性 映射 . 
给 定 实数 5 满足 假设 3.3.1 中 条 件 , 并 且 假 定 a 20, v > 0, € € (51/2), 以 及 
w € CE, (R, E) (因而 也 有 (vA + oT) “sw € CE, QR, X), 定义 


za(w) := 2((vA + aT) )w) € Cyya(R, X), 
即 对 任意 t > 0, 成 立 
za(w)(t) := [wa + al) tie trr Atar) 
[wA +a) w(t) — (vA a1) *o(r)] dr (3.3.17) 
- n NT + al) tet“ AFeD (yA + oT) Orw)(t — r) dr. 


应 用 分 部 积分 公式 , 不 难 证 明 当 o € Cg (RE) H o(0) = 0 时 , zo 满足 以 下 


方程 dza(t) 


dt 
因而 , 由 空间 O(6, E) 的 定义 ,有 
推论 3.3.3 — 4X 0,0 2 0, NAX za SHH za HZ za — zo 满足 方程 


+ (vA +al)za —c(t) teR. (3.3.18) 


d(za x0 t VA(2a — za) (t) = (aza + Bzp)(t), t€R. (3.3.19) 


与 前 面 (3.3.5) 对 Wiener WH w(t), t € R 的 定义 类 似 , 把 公式 (3.3.17) 看 作为 
空间 (Q(£, E), F, P) 中 过 程 zalt), t € R 的 定义 . 由 方程 (3.3.18) 可 知 , 过 程 zalt) 
为 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 . 

事实 上 , 有 如 下 结论 : 

命题 3.3.2 TE zalt), t € R 为 稳定 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 ， 且 为 以 下 
方程 

dza(t) + (vA + aI)z, dt 2dw(t), t€R 
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H, PIÈ LCR, 
t 
Z(t) = f e @-sVAtel) dw(s), P-as., (3.3.20) 


其 中 , 上 述 积 分 为 在 M- 型 2 Banach 空间 上 X 上 的 It6 随机 积分 . 
特别 地 , 存在 C = C(X), 使 得 


t 2 t 
Blza()l =E J eAtoD(sd) dw(s)| <C f lle" 4*9 67912. x ds 
一 oo x 一 ce 


=C f e208 eA UE (e xy ds. (3.3.21) 
进而 ， 
„im E|z.(t)|% = 0. (3.3.22) 


证 明 过程 z 的 稳定 性 可 通过 定理 3.3.1 的 如 下 形式 加 以 保证 : 
Za(Vsw)(t) = za(w)(t+ 8), wE Ct /2(R, X), t,s € RR. 


通过 有 限 维 估计 , 等 式 (3.3.20) 成 立 ， 应 用 文献 [3] 中 结论 , 不 等 式 (3.3.21) 
成 立 . 
最 后 , 由 (3.3.21), 并 应 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 有 (3.3.22) MAL. 口 
附注 3.3.7 “由 er-s4 = Ase-s44-5, 可 知 [1 
lle *^ lace x) < |4? e*4 | ocx, x) |A’ lR, x» 


由 于 对 一 些 CO,Y > 0 及 任意 5 > 0, 成 立 


|A? es4|cocx) & Cs eT, 


可 知 当 假设 3.3.1 条 件 满足 时 , 对 任意 6 < 3 


oo 
f e295 e A li, ds < oo. 
0 


另外 也 注意 , 因为 za(t) 为 高 斯 随机 变量 , MAUMEE p 2 2, 存在 常数 Cp > 0， 
使 得 n 
Blza(t)l < Cp (Elza (t)i). 
附注 3.3.8 ” 以 上 关于 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 的 定义 是 受 文献 [14| 启发 所 
获得 的 , 类似 的 工作 也 参见 Keller, Schmalfuss 等 未 发 表 的 工作 文献 [19]. 
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由 命题 3.3.2, zalt) t € R 为 一 稳定 遍历 X- 值 过 程 , 由 强大 数 定理 , 类 似 讨论 
参见 文献 [12], 


.17 
lim = f less) ds = Elo), as- (3.3.23) 


id lE E) 为 所 有 满足 等 式 (3.3.23) 的 集合 w € QE, E) 构成 的 集合 . 如 上 所 
述 , 集合 0, (6, E) 为 满 测 集 . 记 一 步 , 由 推论 3.3.2 可 知 , 该 集合 在 所 定义 的 流 妆 下 
不 变 , 即 对 任意 a > 0, 及 任意 t ER, 


UC E)) c Qs (£, E). 
因而 , 对 集合 


eo 


UE, E) = (^ Q«(& E), 


n=0 
同样 的 结论 成 立 . 
综 上 所 述 , 作为 一 可 测 动力 系统 的 模型 , 可 选取 四 元 数 对 为 
(OE, Ef, P$) 或 (QE,E),F,P,D), 


其 中 , Ê, È R ô DHA F, P 及 0 在 空间 OE, E) 上 的 自然 投影 . 

作为 本 节 的 小 结 , 有 如 下 结论 : 

命题 3.3.3 四 元 数 对 (O(E,E),F,P,9) 及 (QE, E), Ê, P,0) 都 为 可 测 动 力 
系统 . 对 任意 o € ÔE, E), (3.3.23) 中 极限 存在 , 并 且 


[OP AP) no 
UE, E) 


83.4 随机 Navier-Stokes 方程 解 的 存在 性 与 唯一 性 


为 了 开展 对 一 类 由 加 白 噪声 的 Navier-Stokes 方程 刻画 的 随机 耗 散 动力 系统 研 
究 的 需要 , 在 这 一 部 分 , 我 们 将 首先 研究 对 应 方程 的 存在 性 、 唯一 性 与 正则 性 , 主要 
局 限于 z € LA,,([0,00);L4(D)) n L2,([0, oo); V^) 为 确定 函数 时 , 问题 (3.2.17) 结合 
初始 条 件 vo c H 的 解 的 研究 . 其 中 有 关 随 机 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 z(t),t € R 
假设 , 将 通过 对 白 噪 声 模型 的 假定 与 构造 加 以 实现 . 在 文献 [4], [24] 等 的 启发 下 , 我 
们 有 如 下 定义 : 

定义 3.4.1 假定 成 立 z € LA,((0,00);L4(D)) N Lill, œ); V), f € V' & 
vo € H. c v € C([0, 00); H) N L2.({0, 00); V^) n Li, ([0, 00); L*(D)) 被 称 为 问题 
(3.2.17) 的 解 , 3 LAL YMA v(0) = vo, 并 且 在 弱 导 数 意义 下 , (3.2.17) AÈ, 也 即 对 
任意 GEV, RE 


S0, 8) = —w(v(t), Ad) — b(v(£) + z(t), p, v(t) + z(£)) + (oz(t) + f p). (3-4.1) 
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定理 3.4.1 ”假定 a> 0, 2 € LL ([0, 09); L(D)) N D, ([0, 00); V^), vo € H % 
fev’, 

(i) 问题 (3.2.17) 存在 如 定义 3.4.1 给 出 的 唯一 解 v; 

(ii) 如 果 另 外 已 知 vo ECV, f € H A z EC(RV)NL2,(R; D(A)), RÀ 


v € C([0, 00); V) n Lige([0, 00); D(A). 


附注 3.4.1] 定理 341 的 证 明 较 长 , 在 此 只 是 给 出 其 证 明 要 点 , 有 关 证 明细 
节 建 议 参考 文献 [30] 与 [31] 分 别 对 应 定理 的 第 一 与 第 二 部 分 的 证 明 . 

对 问题 (3.2.17) 的 解 的 存在 与 唯一 性 的 证 明 , 有 各 种 不 同 的 方法 . 

例如 , 可 以 借鉴 文献 [4] 的 方法 , 首先 证 明 在 较为 正则 性 初始 条 件 与 外 力 下 , A 
部 解 的 存在 性 . HUS, 再 证 明 在 相同 正则 性 条 件 下 全 局 解 的 存在 性 ， 最后, 通过 在 某 
些 适 当 的 弱 范 数 ( 弱 拓 扑 ) 下 先 验 不 等 式 的 建立 , 结合 前 面 已 经 证 明 的 正则 初始 条 
件 与 外 力 条 件 下 的 全 局 解 的 极限 , 证 明 在 一 般 初 始 条 件 与 外 力 条 件 下 解 的 存在 性 . 

另 一 方法 , 借鉴 文献 [12] 与 [13]， 首 先 , 证 明 在 空间 L4([0, Tj;L4(O)) 中 问题 
(3.2.17) 的 局 部 极 大 解 的 存在 性 与 唯一 性 .然后 , 证 明 该 解 的 全 局 性 结论 与 正则 性 
结论 . 

分 析 可 知 , 以 上 两 种 方法 , 都 不 依赖 于 常规 的 空间 度 入 紧 的 讨论 , MRF WR 
定 于 经 典 的 Banach 不 动 点 定理 , 因而 都 能 较 好 地 适用 于 无 界 和 有 界 两 种 不 同 区 域 
的 情形 . 

在 此 将 给 出 另外 一 种 不 同 的 证 明 策略 . 这 种 方法 将 更 为 复杂 , 但 却 能 有 效 地 为 
后 文中 证 明 系 统 的 渐 近 紧 性 与 耗 散 性 所 必须 的 随机 动力 系统 的 弱 连 续 性 提供 有 效 
的 帮助 B9]. 

定理 3.4.1 的 证 明 ”国定 了 > 0. 只 需 在 区 间 0,7) 上 证 明 我 们 的 结论 . 

解 的 存在 性 . 由 z e L4,,((0,00);L4(D)) n L2, ([0, 00); V^), 应 用 引 理 3.2.1, 成 立 
F e D? ([0, T]; V^), 其 中 FO = B(z(t)) + oz(t) + f, t z 0. 

其 次 , 因为 V 为 可 分 Hilbert 空间 , ”在 空间 V PAR, V 在 空间 H 中 
FAM, 存在 为 空间 H 的 正 交 基 的 空间 y 中 自由 与 完全 序列 (Qw;l;ew. d Hm = 
span{wi, w2,- Wm} 与 Vm = span(wi, wa, Wm}, Hm 53 Vm 分 别 继承 了 空间 
H 与 空间 v 的 范 数 . 同时 记 已。 为 由 空间 H 到 空间 Hn 上 的 正 交 投影 . 

考虑 以 下 的 在 有 限 维 空间 Hm 中 , 对 问题 (3.2.17) 的 渐 近 估计 方程 : 


| e = Pa| - vAvm 一 Bum) 一 Blum, z} 一 B(z, Um) + Fl, 
Um (0) = Pnv(0). 


对 t€ [0, T], Dm(t) = Pn Bm. 2(t)), Em(t) = Pn B(2(t), m), Fm(t) = PmFO). 


(3.4.2) 
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不 难 证 明 , Am, 相应 地 Bm 为 空间 Hm 连续 线性 映射 , 相应 地 双 线 性 映射 . XE 
而 , 对 ze [0,T], Din(t) 与 En(t) 为 空间 Ho, 中 有 界线 性 映射 , 同时 可 证 明 存在 一 
致 常数 C > 0( 不 依赖 于 m), 成 立 

IDm(t)lc(HmsHm) S Clete | 本 nm 的 etaam € Clz(0lus te [0, 77. 


i G4 (tz) = —vAm2—Bm(x)+Dm(t)(x)+Em(t)(z)+Fin(t), £ E Hm, t € [0, T], 
并 且 zo = Pav(0), 从 而 问题 (3.4.2) 简化 为 如 下 情形 : 


dz 
| ai^ 065200), #20, . (8.4.3) 


7(0) = zo. 


由 前 面 分 析 可 见 映射 G(t,.) 为 局 部 Lipschitz 映射 , 即 对 任意 R > 0, 存在 正 函 
HC = Cg € L10, T), 使 得 对 任意 te [0, T] 及 |z|, |y| < R, 


IG(tz) — G(t,y)| < Cr(t)|æ — yl. 


因而 ,由 Banach 空间 上 常 微分 方程 解 的 局 部 存在 性 及 唯一 性 定理 中， 存在 
Tm € (0,T| 及 为 上 述 问题 的 唯一 局 部 极 大 值 解 的 函数 z : [0, Tm) > Hm. 
特别 地 , 4 Tm <T RF, 成 立 lim sup |Um (£)| = oo. 
tZ Tu 
因而 , 为 了 证 明 TQ = T, 只 需 证 明 lim sup [vm (t)| « oo. 而 这 是 我 们 将 证 明 的 
t7Tm 
一 个 先 验 估计 的 直接 结果 . 
基于 这 种 考虑 我 们 将 需要 应 用 如 下 引 理 ， 
引 理 3.4.1B4 引 理 IIL12 wey CHV’ CV’ A— Gelfand Hilbert 空 
间 三 元 组 . 如果 空间 L^([O,T]; V) PBK u HBFREEA L?((0,7T];V’) F, Mu 
几乎 处 处 属于 空间 C([0, T]; H), 同时 实 值 函数 |u|? 绝对 连续 ， JF EE 88 BASEL 
Aà d d 
> EWOP =? ($0.9). t€ (0,7), (3.4.4) 
其 中 (.，) 为 空间 V' 与 空间 Y 之 间 的 对 偶 . 
由 (3.2.9), 成 立 


(—vAmUm; Um) = —v(Pm Avm, vm) = —v(Avm, Um) = —v||vmll?, 
由 (3.2.10), 成 立 
(Bmumy Um) = (Pn B(vm), Um) = (B(vm), Um) = 0, (Em (£)um; Um) = 0. 


在 三 元 组 Vins Hm, Vi, 上 应 用 引 理 3.4.1, 考虑 方程 (3.4.3), RE 
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Slo (D? = —v|lvn(£)l| — b(vm (£), vm (£), 2(t)) + (F(t), vm (£)), t€ 0,75). 
结合 (3.2.11) 与 (3.2.14), 应 用 (3.2.12), (3.2.13) 及 Young 不 等 式 , 成 立 
Slo (OP? + v|v (tl? < C ls (Disco) lem (t)|? + “FOR, t€[0,Tm). (3.4.5) 
Tc 4 T 
i Ur(z) 一 elo vea dr Cr = =f |F(s)]?, ds, 则 Vr(z) < co, Cr < 00. 
V Jo 
应 用 Gronwall 不 等 式 , 成 立 
\Um(t)\? < lvm (0)l2e So Flia dT +f 2 多 J£ £lzCltsq dT qs 
< Vr (z)|um(0)[? OF < Vr) OP + Cr <œ, te 0, Tm). 
因而 ， 
sup Wml? < Vr(z)|v(0)]? + Cr, (3.4.6) 
tE, Tm) 
以 上 结果 一 方面 证 明了 T, — T, 而 另 一 方面 也 有 
序列 {um} 在 空间 L©((0, 7]; H) PAF. (3.4.7) 
为 了 证 明 另 一 先 验 估计 , 对 (3.4.5) 从 0 到 工 积分 , 并 应 用 (3.4.6), 则 成 立 
T 
CD ev | Mos COME it 
T 
c S kOll (Of dt-+ = f° EOR at + Ios D 
T 
<ER CA [Olt at 2 OR ae + WO? 
0 0 
由 上 面 最 后 一 个 不 等 式 , 有 如 下 结果 : 
序列 {om} 在 空间 52([0,T];V) PAR. (3.4.8) 


值得 指出 , (3.4.7) 与 (3.4.8) 足以 导出 序列 {vm} 的 收敛 子 序列 的 存在 性 ， 然 
而 , 为 了 同时 证 明 该 收敛 子 序 列 的 极限 o 为 所 研究 问题 的 解 ， 单纯 在 已 经 证 明 的 弱 
拓扑 意义 下 收敛 是 不 够 的 , 还 必须 证 明 该 收敛 性 在 强 拓扑 意义 下 也 成 立 , 

如 同 在 文献 中 可 以 发 现 的 ， 对 经 典 Navier-Stokes 方程 的 求解 的 许多 其 他 情形 
一 样 , 这 点 可 以 通过 许多 不 同 的 方法 加 以 实现 . 而 分 数 导数 方法 尤其 适用 于 对 所 研 
究 的 无 界 区 域 的 情形 , MNA FIT, 
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由 (3.4.2) 及 (3.2.13), 可 见 
序列 {ul} 在 空间 LO, TV) PAR (3.4.9) 
FH (3.2.13), (3.2.12) 及 关于 z 的 假设 条 件 ， 


T ` T 
[ osos OR at [jum Ohslahs d 
0 Q 


Jom 1/2 
Xlvmlr- (lo 如 ;可 n I) (3.4.10) 


1/2 
x (f lz(t)|ta a) . 


进而 , 由 (3.4.7) 及 (3.4.8), f [Dm (£)vm (£)|t, dt < oo. 
mc 0 
WMA vec LR; V), 且 其 Fourier 变换 o 满足 条 件 


n Iir) a(r)? dr < oo 
R 


的 所 有 函数 构成 的 Hilbert 空间 为 177 (R; V, H)P4011, 
S üm = l(o,T)Vm, 则 由 (3.4.8) 及 (3.4.9), 对 任意 y < 1/274, 成立 


序列 {Gm (-)} 在 空间 HR V, H) 中 有 界 . (3.4.11) 
由 (3.4.7), (3.4.8), 不 失 一 般 性 , 假设 存在 v e L?((0,T];V) n L^*([0, T]; H), 
使 得 


vm 2 v, 在 L^(0,T]; V) 中 弱 收 敛 ， 
(3.4.12) 
Um — v, TE L'* (0, T]; H) PR * 收敛 . 
由 于 对 任意 R > 0, 集合 Dr = B(0, R)n D AFR, HH2(DR) > L?(Dg) ARR 
A, 又 因为 (3.4.11), BURK 
tn(-)|pa 在 空间 2077 (0, T; HH? (Dg), L?(Dg)) PAF. (3.4.13) 


同时 , 由 紧 嵌 入 定理 , HRA 04072(0, 7; H (D), L?(Dg)) > L (0, T]; (Dg) A 
RRA. 由 (3.4.13), 对 任意 R > 0, 存在 序列 {vm} 的 子 序列 (为 简便 记 ， 仍 采 用 相 
同 的 符号 来 表示 ), 使 得 


vm|ps 一 Vpa， 在 L?([0,T);L?(Dr)) 中 强 收敛 . 


.122- 第 3 章 ”高 斯 噪声 驱动 的 Navier-Stokes 方程 的 动力 学 


通过 标准 的 对 角 线 过 程 来 考虑 R= 1,2,---, 可 找 出 序列 {om} 的 一 子 序列 Un 
然 记 作 (va), 
Um — v, 在 L?((0,T|; L2,,(D)) 中 强 收 敛 . (3.4.14) 
只 需 证 明 ve co, T]; H), 并 且 v 为 问题 (3.2.17) 的 解 . 
为 证 明 后 者 , 选取 连续 可 微 函 数 wv : [0,7] 一 R, 使 得 yT) = 0. Wn EN, 选取 
$ € Hn. 则 对 (3.4.3) 与 函数 %(.)g 在 空间 H 中 按 内 积 相 乘 , 并 分 部 积分 ， 


T T T 
- n (v(t), (09) dt = — f (Asta (0, (9) dt + n (Bin (us (£)), POP) at 
0 0 0 
T T 
" n (Dy (Ds (2), PEG) dt + n (Em (Dos. (t), (29) at 


T 
+ n (Fm(t), (£)0) dt + (vm (0), 9(0)9). (3.4.15) 


我 们 的 目的 是 当 m 一 +00 时 , 对 (3.4.15) 取 极 限 . 由 函数 o 的 选取 , 存在 
REN, 使 得 supp ¢ C B(0, R) ND = Dr. 
FA (3.4.14), 成 立 


vmlpa > vlon: Æ L*([0,T);L?(Dr)) 中 强 收敛 . (3.4.16) 
因为 v(J6 e L?((0,T];L?(Dr)), B. 
(Um (t) — u(t), P (£)(£)0) = (vm (t) — v(t), V Hbr) 
结合 (3.4.16), 应 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 
T 
J (x v0.) at — o. 


T 
故 (3.4.15) 的 左边 收 剑 到 — [ (u(t), v/ (£)6) dt 


接 下 来 , mn, 因而 Hn C Hm, R. Pme = Q. 
为 了 估计 (3.4.15) 的 右边 的 第 一 项 , 观察 发 现 


T T T 
[| tota = f (Pr Av (0, OD = | os (DP) at 
0 or T 0 
- f (Ava (t), (04) dt = f (vm (0), YEG) dt, 
由 于 v()e e L0, T]; V), 所 以 由 (3.4.12), M m 一 +00, 
T 
n (Amum(t), p(t)d) dt — fw (v(t), VEG) at 
-f (vo (£) — v(t), v(t)4)) dt — 0. 
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而 对 (3.4.15) 的 右边 的 第 三 项 , 由 
T T 
n (Ds (vs (t), (06) dt = n (Pm B(vs (t), z(t), (09) dt 
0 0 
T 
- n blum (t), 2(t),¥(t)Pmd) dt 


-f blum (t), z(t), YEG) dt 
通过 如 同 对 (3.4.10) 的 估计 一 样 , 也 有 


T T 
| n (Din (tum (t), (06) dt — f b(v(t), 2(t),-6(t)4) dt 


T T 
= / b(um(t) — u(t), z(t) v(t)9) dt f \um(t) — v(t) lra |z (t) l [Y(t Pl dt 


«Clos. — vlz qorn om (2 — (lato > 0 
T T 
FIR, TER | (os WOA- 人 (50, (0, $09) dt — 0 
0. 0 
T 
而 对 于 (3.4.15) 的 右边 的 第 五 项 , 有 J (E(t), (tjo) dt = n (F(t), v6) dt 
0 0 
为 了 估计 (3.4.15) 的 右边 的 第 二 项 , 即 非 线性 项 , 需要 如 下 引 理 , 对 该 引 理 得 证 
明 可 以 参见 文献 [24] 中 引 理 TIL.3.2. 
引 理 3.4.2 ”假定 Di AD HARK u: (0,7) x D R? 为 0 - 类 函数 满 
足 对 任意 te (0,T], 成 立 suppu(t,-) C Di, FH 


sup sup [Daw (t, z)| = C < oo. 
ij (tz)e[0,7]x Di 


假定 vs oo 分 别 在 空间 LP (0, T]; V) PBKASASM L0, T; LD) 中 
"TT 
T T 
] dent wml, ut) > ] ot, vt ul) dt 
0 0 


接 下 来 , 将 对 以 上 引 理 作 如 下 的 推广 . 

推论 3.4.1 Ae X {vmjm 在 空间 LO(0, T]; H) 中 有 界 , v e LP ([0, T]; H), 且 
vm > v 在 空间 LTV) Bk, 在 空间 L^(0,T|;L2,(D)) 中 强 收敛 , 则 对 
FÈ we L4((0,T];L4(D)), RÈ 


T T 
n b(vm(t), vm (t), wE) dt > n b(u(t), v(t), w(t) dt 
0 0 
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证 明 ”由 题 设 条 件 , 存在 常数 C > 0, 使 得 


T P T 3 
sup, Ol + sup lol? (/ OL) + (/ wora) « C. 


选取 s > 0. Hw € L*([0, T]; L/(D)), 通过 标准 的 正规 化 方法 , 存在 函数 u 38 
T i 
455] 38 3.4.2 的 题 设 条 件 , 2E BL (/ lw(s) 一 «tias « sar 
因而 , 应 用 引 理 3.4.2, 存在 M. € N, 使 得 对 任意 m 2 Me, 成 立 
T T 
| f blum (t), Um(t), u(t)) dt — f TORORO < 3 
0 0 
再 由 不 等 式 (3.2.13) 及 (3.2.12), 对 任意 m > Me, 成 立 
| [ blom (t), vm (£), w(t) dt — [ b(v(t), v(t), u(t), wo) ae 
= "n b(Um (t), v (£), w(t) — u(t)) "n b(Um (t), vm (t), u(t)) dt 
0 
-f b(v(t),v( ~ u(t)) dt — L b(v(t), v(t), (t) a 


"n ceat a L b(v(t), v(t), w(t) u(t) ae 


IN 


+ | f " (um (t);vm(t),u(t)) dt — n * b(v(t), v(t), ult) dl 
E i 2 2 一 dt 
<E f oÈ Ios Ol IO =s 
T 
+f PORPORA - u(t)l dt 


<E [23 d : T 4 
<E + sup, Ios OF ( los Ol a) (/ wO- wea) 


i T i 
+ sup wl VU porta) (/ ie) - wos) <e. 


完成 了 对 引 理 的 证 明 . 口 
4 u(t, x) = w(t)o(t), 对 (3.4.15) 中 右边 第 二 项 应 用 引 理 3.4.2, 注意 到 


(Bm (vm), po) = (Pm B(Um, Um); vo) = (Blom, Um), v Pado) 
= (Blum, Um); vo) = b(Um, Um: vo), 


P 
4 
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有 如 下 结论 
T T 
f (80.906) = [ b(Um (£), vm (£), PEG) dt 
0 0 


T 
> f b(v(t), v(t), (29) dt. 
4 m — oo, 对 (3.4.15) BAR RR, 
T T T 
-f (ow oa S (0.966) ac [ (0, 0,9006) 
0 0 0 
T T . 
+ f (bv), z(t), OG) dt + f (b(2(t), v(t), YEG) at 
T 
+ [ 0,99 at (o BVO) (3.4.17) 


可 见 对 任意 o < Ü Hn, (84.17) 成 立 .又 因为 集合 U 已 ,为 空间 V 的 稠密 


子 空间 , 通过 应 用 标准 的 连续 性 讨论 , 对 任意 0 € V. 及 任意 多 < Calo, T)), (3.4.17) 
成 立 . 特别 地 , 对 任意 v € CQ([0, T)), (3.4.17) 成 立 . 

M o 满足 方程 (3.4.1), 进一步 也 满足 方程 (3.2.17). 

下 一 步 , 将 证 明 v € C([0, T]; H). 由 v 满足 方程 (3.2.17), 有 v € L?((0,T); V). 
又 因为 4 : Y oV 为 有 界线 性 算 子 , 所 以 Av e L7((0,7);V’). 由 题 设 条 件 , z € 
L4 (I0, o0); L4(D)) n £2,,([0, 00); V^, 应 用 引 理 3.2.1 可 知 

B(z) + az + f, B(v), B(v, 2), B(z,v) € L*((0, T]; V^), 

故 w e L7((0,T];V’). 

因而 , 由 迹 算 子 定理 (参见 文献 [20] 定理 1.3.1, 或 文献 [24] 引 理 IIL1.2)， v € 
C((0, T]; H). 

接 下 来 , 将 证 明 v 满足 初始 条 件 (3.2.17), BY v(0) = vo. 

注意 到 ve L7((0,T];V) NC ((0, T]; H), v' € £7([0, T]; V^), FFB v WE (3.2.17). 
则 可 选取 任意 bp EV, we cilo, T) TE (0) = 1. 

在 方程 (3.2.17) 两 边 同 时 乘 以 (0), 应 用 分 部 积分 公式 , 我 们 有 


T T T 
- f (v(t), db! (t) at= —v f (v(t), v0 dt + f b(v(t), v(t), dU (£) dt 
0 Q 0 
T T 
+ n b(u(t), z(t), d)w(t) dt + f b(2(t), v(t), P(t) dt 
0 


T 
+ n (fF), yt) dt + (v(0), 40). (3.4.18) 
0 
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比较 (3.4.17) 与 (3.4.18), 可 知 (vo — v(0), 9)u(0) = 0. 由 v(0) = 1, 得 出 对 任意 
$ € V, RAL (vo — v(0),9) = 0. 因而 , 由 空间 V 在 空间 H 中 的 稠密 性 , v(0) = vo. 
综 上 所 述 , v e L?([0,T];V) 9 C([0, T]; H), 应 用 不 等 式 (3.2.12), RATA v e 
L*([9, T]; L*(D)). 
解 的 唯一 性 . 本 证 明 的 主要 思路 来 源 于 文献 [23], 另 也 可 参阅 文献 [24] 中 的 定 
E TIL.3.2. 
假定 vi 与 vo 为 方程 (3.2.17) 的 解 ， 4 w-u-u. 由 定义 3.41, vi 5j ve QË 
而 w) 在 空间 L?^(0,T]; V) a C([0, T); H) rP. 由 以 上 讨论 可 见 它们 的 弱 导 数 在 空间 
L?([0, T]; V^) P. 进而 , w 为 以 下 问题 的 解 : 
= +vAw = B(w,z) — B(z,w) - B(w, v1) — B(vi,w), 
w(0) = 
基于 w 的 正则 性 特征 , 应 用 文献 [24] 引 理 1.1.2, 
Sw? + 2v||w(t)||? = 2b(w(t), z(t), w(t)) + 2b(w(E), w(t), w(t)). 
综合 应 用 (3.2.12), (3.2.12) 及 标准 Young PFR, 
Swe? + 2v|w ON < 25/4 )eu(e)|*/? hw(2)]? Qvi (Ins + 1z lu) 
6 
< Pw + Glo (o Ol + Oka. 


所 以 ， d 64 
a er < RIO + |z(t)lfs), a.e. (0,7). 


xas f (lv (Ola + lz(t)lL1)*dt < oo, w(0) = 0, 应 用 Gronwall 不 等 式 , 对 


任意 1 € [0, T], jw(£)? = 0. 即 对 任意 te [0, T], u(t) = v(t), 完成 了 对 定理 中 唯一 性 
的 证 明 . 口 
作为 以 上 证 明 过 程 的 副产品 之 一 , 事实 上 已 经 完成 了 对 以 下 结论 的 证 明 . 

命题 3.4.1 Mea <bER, {xx} 为 空间 H PRR, (f) 为 空间 
Labi V) PARER. WR vi 为 将 方程 (3.4.1) 中 f£ RRA fw， 初始 条 件 为 
vy(a) = zi 时 对 应 问题 在 区 间 [a,b] 上 的 解 . 

do REE O<Y< P 则 序列 {vr} 在 空间 L?([a, b]; V) A L^? ([a, b]; H) NH? (a, b; 
V, H) PAR, HLA (oL) 在 空间 Lla 0]; V^) PAR. 

以 下 结论 为 文献 [31] 中 引 理 5.2 的 加 强 版 本 . 
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定理 3.42 ”假定 对 任意 固定 全 > 0, 空间 H 中 任意 序列 {Zn}nen, zn > T, 

以 及 
在 L4((0,T];L4(D)) N Z?(, T V^) P, en 5 z, A& LTV) P, fr f. 

记 v(t, z)z 为 问题 (3.2.17) 的 解 , 记 v(t, zn)zn 为 问题 (3.2.17) 中 相应 z, f m 被 

Zn; fns Tn 替换 的 问题 的 解 ， 则 成 立 
在 C([0, T]; H) n L?((0, T]; V) 空间 中 ， v(., Zn) Tn > vu, z) T. 
特别 地 , 在 HOP, v(T, zn) on  v(1, z) v. 
证 明 “为 了 简化 问题 的 证 明 , 引入 如 下 记 法 : 
Un(t) = v(t,2n), v(t)=v(t,z), yn(t) = v(t,2zn)—v(t,z), tel0T] 
Ên = Zn — 2, fa fa f. 
不 难 证 明 yn 为 以 下 初 值 问 题 的 解 : 


| WaW L v Ays(t) — B(vs(£) + zalt) — BOE) + «(0)) + olt) + FO) 


yn(0) = Tn — T. 
(3.4.19) 
HH ym € L2((0, T]; V) 及 yn € L2(0, T; V^), 函数 yn? 绝对 连续 , 并 且 在 弱 导 数 
的 意义 下 成 立 La F 
Lis P = (SD). te (07). 
进而 , 由 (3.2.9), 


(Ayn (t), Yalt) = IV (Dl, ae. v te (0,7). 
由 不 等 式 (3.2.11), SHE (3.4.19), 有 


lyn (t)|2 + v] Vys (t)|? =b(yn (t), vn (t), un (£)) + blyn (£s zn (D); yo (0) 
+ b(v(£), ên (t), yn(t)) + bs Ct), vnlt), Yal) 
+ (24 (£), zn (£) Yn(t)) + (20), a(t), y (0) 
+ a(ên(t), yn(t)) + (falt) ynt), #20. 
应 用 Young 不 等 式 , 及 估计 (3.2.12), (3.2.13), 
blyn (t), Un(t),¥n(t)) < [yn (024 ] Von 0] < lus COT] V (E) Vun (£)] 
UA 


< 
< Livy (P + ÉV (Ol los (DP, 


id 
2 dt 
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b(yn(t), zn (t), Yalt) < lys (es Vus Nzn ls « Ius OV yn Henta 
< ig Vu (OP +3 = EXOIADAO E 
b(v(£), 2n (t), Ya(t)) < lv Lia Vus Olé Oz. < [oo Vyn (OT O^ 
< zz Vv (P? 4 2 v(t Tv ln Ela, 
b(En(t), Un (£), Yn (0)) < lên (ls Vy (Dl |o COT] vs DI? 
< isl Vvs (l^ + $ tos OU LL CO s 


hs) zn (E) WCE) < V hal Ola Vs < Ey OP + S Os OS 
BEO), at) unl) < ls hse Oll vs (OL < eI ws COP + Sees is CO 
(s (0), (0) < alu lvi Ov < 3e [Vus (Of ly OP 2 LOT 
(f. (s (0) «lus lvl (Olv« € 2zIVos P + AA + Sls (Ol. 
因而 ， 


IO + v|iVy (t)? < Ë Fon (f lys (OP 50m 


v3 


les Old OP 
+ WONTON CO + lon ONTON CORE 
+ Škale + ln Oeo s COLE 
£9 ls ot, +O 

对 以 上 不 等 式 两 边 从 0 到 + BRS}, 


t t 
"POLES / Wyn (s)|2 ds «lys (0)}? + f on (s)lys (3) ds 
9 ° (3.4.20) 


+Ë f 8.945 t € [0, T], 
V Jo 


其 中 ， 


ain(s) =5Von(s))? + oo lan 


y3 

Buls) -Iv(s)l Vu(s)lla CS) + lon C) Vun GS) la Cs) + |z(s) Ba en Co) a 
+ |zn(s)|24lén(s)i24 + o2] C) + Lf), ss [0,7]. 

应 用 Gronwall 不 等 式 ， 


m 
(OP < (on OF 2 [asas oli ane 
0 


O S (o. T], 
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另 一 方面 , 不 难看 出 
f moas | Tho) VC CE) les + loa(s)ll Von(s) |l Ia 


IEXOTAEOTPESENOTAENOI + a? lên (8)? + Ifa(8)lẸ] ds 
<|lulz= torio bol mv) + led organ le l2 qoi) 
+ 257.4 (fo, T|i4) 十 lenl2aco.ra4)| ln (to,T]; 4) 
+a "nto qoot v} t falta qom vy: 
从 而 ， 
T 
f Bu(s)ds +0, 4n— +o. 
0 
同时 由 
lyn(0)| — 0, 当 一 +00, 
对 某 些 常 数 C < + co, 及 任意 NEN, 


L os (s) ds = L 6 |Vun(s)|? +3 EM es (bs) as 


DM 
得 出 , 在 空间 H 中 , 对 te (0, T], 一 致 地 成 并 
yn(t) — 0, 34 n +00. 
换 句 话 讲 ， 
v(-,2n)@n > v(,z)m, 在 C([0,T]; H) 中 . 
由 不 等 式 (3.4.20), 成 立 


T 2 T 2 8 T ds 

v [ ostofàs «ls f alllas f Balsa 
i 2 8 d 8 3 
« (I? f cn(s)ds sup, Ius (s)* + 7 Bn(s)d 


因而 ， 
J |Vyn(s)\? ds — 0, 当 n 一 +00, 
0 
进而 , 成 立 
Vh, Zn)En 一 v(-, z)z, 在 L?((0, T]; V) "m, 
从 而 完成 了 对 定理 的 证 明 . 


附注 3.4.2 ”由 于 问题 (3.2.17) 的 解 v 不 是 通过 应 用 Banach 不 动 点 定理 构造 
的 , 因而 定理 3.4.2 中 的 连续 性 结论 不 能 简单 地 通过 应 用 定理 3.4.1 及 不 动 点 对 参 
数 的 光滑 依赖 原理 得 出 , 然而 , 我 们 仍然 可 以 通过 引进 的 不 同 的 拓扑 空间 上 加 以 应 
用 以 上 提 到 的 定理 及 原理 L131. 

当 给 定 非 0 初始 条 件 s RN, 前 面 所 证 明 的 有 关 存 在 性 与 唯一 性 的 结论 同 
样 成 立 . 

定理 3.4.3 ”在 以 上 有 关 区 域 的 假定 条 件 下 , AREA >20, fev ced, # 
Az € Li, ([s, 00); L2(D)) NL} ([s,00);V"), 则 方程 (3.2.17) 存在 唯一 解 vC, s; z, 工 )， 
且 

v(-, 8; 2,2) € Lells, 00); V) NC([s,00);H), | v(s,5;z m) = c. 
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完成 了 对 上 一 节 有 关 噪 声 模 型 的 构造 后 , 接 下 来 我 们 回 到 对 Navier-Stokes 在 
该 噪声 干扰 下 所 反映 出 来 的 随机 动力 学 特征 的 研究 . 研究 将 表明 , 在 以 上 噪声 作用 
F, 问题 (3.2.16) 生成 一 定义 在 空间 H 以 及 由 常规 的 连续 函数 构成 的 可 测 动力 系 
统 (Q, F, P, (her) 上 的 随机 动力 系统 (v, 0). 
先 简单 回顾 一 下 , 前 文中 的 有 关 假 设 与 结论 . 假定 满足 假设 3.3.1, BRE SETERR 
数 v > 0, 假定 a 2 0, 固定 E € (6,1/2), F 0 := NE, E). 
定义 3.5.1 定义 映射 p= 二 pa: 民 + x Qx HoH wT 
(tw 2) + vlt, z(w))(x — 2(w)(0)) + z(w)(2), (3.5.1) 
其 中 , 为 简单 记 , z= za. 
由 z(w) € Cyo(R, X), 2(w)(0) 在 空间 H 中 有 定义 . 因而 ， 映射 y 有 定义 , 进 一 
步 ,有 如 下 主要 结论 : 
定理 3.5.1 (wp, 人 为 定义 在 空间 H 及 可 测 动力 系统 (Q, F, P, (Heer) 上 的 
随机 动力 系统 . 
证 明 ”由 定理 3.4.2 可 得 除 共 环 特性 以 外 的 其 他 性 质 . 因而 ， 只 需 证 明 , 对 任 
ice H, 成 立 
plt +s,w)x = q(t,ó,)p(s,w)r, ts€ R*. (3.5.2) 
由 定理 3.3.2, 有 
z(w)(s) = z(0w)(0), s ER. 
再 由 动力 系统 (o, 0) 的 定义 , 对 任意 t5 € Rt, 成 立 


e(t + s,w)x = v(t +s, 2(w)(t  5))(x — 2(w)(0)) + z(w)(t +s), 
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故 


plt, Dew) p(s, w)x = v(t, z(0sw)(t)) (vls, zw) (t) (æ — 2(w)(0)) + 2(w)(s) 
— z(9,w)(0)) + z(8,w)(t) 
= u(t, z(0sw)(t)) (v(s, z(w)(s)) (x — z(»)(0))) + z(65«)(t). 
观察 定理 3.3.2 可 知 , 为 了 证 明 (3.5.2), 只 需 证 明 对 任意 t5 € Rt , 成 立 
v(t + s, z(w)(t + s))(z — z(w)(0)) 
=v(t, 2(0sw)(t)) (v(s, 2(){s))(x — z(w)(0))). 
固定 sc Rt, 定义 函数 v 与 wz， 
v(t) = v(t + s, z(w)(t--s))(z — z(w)(0)), te RT, 
valt) = v(t, z(850) (£)) (vls, 2()(s))(z —2(9)(0)), te Rt. 


因为 
vu(0,z(9sw)(0))(z 一 z(9sw)(0)) 一 工 一 z(gsw)(0)， 


(3.5.3) 


v1 (0) 2 v(s, z(w)(s))(z — z(w)(0)) 
= v(0, 2(0sw)(0)) (v(s, z(w)(s))(z — 2(w)(0))) = v2(0). 
又 由 于 Rt 3t v(t,z(»)) 为 问题 (3.2.17) 的 解 , 并 且 


v(t) = dv(-, z(w)) 


t , 
Fi (t+) 


vi (t) = — vAv(t + s, z(w)(£ + s)) — B(v(t + s, z(w)(t + 8)) + z(w)(t + s)) 
+ oz(w)(t +s) + f 
= — v Av (t; z(w)) — Blv (t; z(w)) + z(w)(E + 8)) + az(w)(t + s) 4- f. 
另 一 方面 ， 
du(t, z(3sw)(E)) 
dt 
= — vAv(t, z(0.w)(t)) — B(v(t, z(05)(2)) + z(950)(2)) + oz(0su) (t) + f. 
因而 , w 为 以 下 问题 的 解 : 
dn = —v Av (t) — B(u(t) + z(w)t- s)) +az(w)(t+s)+ f, 
vi (0) = v(z(w))(s)(x — 2(w)(0)), 
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FH, ve 为 以 下 问题 的 解 : 


| Qe) 400) — Bon(t) + 2(040)(0) + azl) + f. 
v2(0) = vle i) (9) Ge — 2(4)(0)). 
应 用 定理 3.3.2, 
z(ðsw)(t) = z(w)(t+ s), t20. 
因此 , wn Be va 1A ELE (9.2.17) 在 初始 时 刻 0 时 取信 vls, 2(e)(s)) e- 20) O) 
ee 


v4 (t) = v(t), tem*. 


最 后 , 由 s 在 R+ 中 取 值 的 任意 性 , 我 们 证 明了 (3.5.3). 口 

由 于 在 定义 映射 pg 的 过 程 中 , 固定 a 0. 因而 从 实质 上 所 定义 的 映射 应 记 
为 os. 另 一 方面 , 问题 (3.2.16) 中 并 不 显 含 a, 可 见 a 仅 为 为 解决 问题 所 引入 的 辅 
助 参数 . 基于 这 种 考虑 , 应 该 证 明 是 否 wu 依赖 于 o. 在 前 面 推论 3.3.3 H, 单纯 针 
对 线性 问题 证 明了 wu 与 o 的 独立 性 . 接 下 来 , 针对 一 般 随 机 演化 系统 给 出 正面 的 
回答 . 

命题 3.5.1 对 任意 0,8 20, pa = vg. 

证 阴 ”固定 cc H. 需要 证 明 


v? (£) + zalt) = vf (t) + za(t), t20, 


Ep, za 由 (3.3.17) EX, ve 为 问题 (3.2.17) 在 给 定 初始 值 (z 一 za(0)) 时 对 应 的 
解 . 
由 (3.2.17), ve(0) — v9(0) = 一 za(0) + za(0), FFA 
a(4) — 48 
BPO =O) —— y Aue (t) — vP()) + (azalt) = Bzo(0) 
+ [B(v* (t) + za(t)) — B(vP(t) + za(t)], t> 0. 
将 以 上 方程 与 方程 (3.3.19) 相 加 , 有 
gu = 0) — —., Aot) ~ v^) BUO) -BO (20. 
其 中 , 对 任意 £20, uo (0) evo (t))- za (t), vP(t) =P (t) tzat), 3t H. u^(0)— u(0) 20. 
接 下 来 , 对 函数 uo 一 ws 应 用 引 理 3.4.1, 并 应 用 不 等 式 (3.2.13), 则 在 弱 拓 扑 意 
MF, 对 任意 t € (0,00), RE 


TS uefe) — POP + ular) - PCT 


$3.5 ”随机 Navier-Stokes 方程 生成 随机 动力 系统 - 133 - 


< lu Ora lut) ~ P OE u(t) — v (197 
< Shut) - POI? + Hl Ole — wl. 
因而 ， 
d 4 
lu^ (t) — uP (t)? < oy lu? (lcs u^ (0) — uP(), t20. 
由 ST |u*(r)|tadr < oo, 并 且 |ue(0) — u?(0)? = 0, 应 用 Gronwall 不 等 
0 
式 , 有 
ju%(t) - u(t)? 20, t>0. 
由 此 可 见 
v? (£) + zalt) = vP(t) + zelt), t>0. 
完成 了 对 命题 的 证 明 ， 口 
在 此 , 给 出 问题 (3.2.16) 在 初始 时 刻 s & R 初始 值 为 vo € H 的 解 的 定义 . 
定义 3.5.2 假定 假设 3.3.1 满足 ， 并 且 u€H,scR, fev’, {Wier 为 如 
同 附注 3.3.3 中 所 构造 的 一 双向 Wiener 过 程 (定义 在 空间 X 上 的 高 斯 测度 L(w1) 
的 再 生 核 Hilbert 空间 等 于 K). 
轨迹 在 空间 Cls, 00); H) N Disi ([5, 00); V) N Lige([s, 00); L^(D)) 中 的 随机 过 程 
u(t) 被 称 为 问题 (3.2.16) 的 解 ， 当 且 仅 当 , uls) = ws, 并且 对 任意 由 ET 上 > s, 成立 


(u(t),8)=(u(s),6) —v | (u(r), Addr- | utr) u(r), Gar 
+f aar f e ama. (3.5.4) 


应 用 引 理 3.2.1, 并 注意 到 附注 3.2.3 (i), BALL FAR: 
命题 3.5.2 ME 


u(t) = zalt) + volt), t25, 


RF, va 为 在 时 刻 s 给 定 初始 条 件 为 uo — zo (s) 的 问题 (3.2.17) 的 唯一 解 . 

AR ult), t > s 的 轨迹 在 空间 C([s o0); H) N Lells, œ); V) Nn LH ([s, 00); 
L*(D)) F, 则 它 为 问题 (3.2.16) 的 解 . 

反之 , 车 轨迹 在 空间 C([s 00); H) n Lells 00); V) NLA, ([s, 00); L1(D)) 中 的 过 
#2 u(t), t 2 s 为 问题 (3.2.16) 的 解 , 则 对 任意 a > 0, Hit zalt) = u(t) — valt), 
t2 5, 所 定义 的 过 程 valt), t >s 为 方程 (3.2.17) 在 时 间 区 域 [s, 00). 上 的 解 . 

前 面 的 结论 已 经 证 明了 问题 (3.2.16) 的 解 的 存在 性 、 唯一 性 以 及 对 初始 条 件 的 
连续 依赖 性 . 进一步 ,对 任意 z Hoc Rt» s 如 果 定义 
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u(t, 5; w, ug) := v(t — s; 0sw)up = v(t, 5; w,ug — z(s)) + z(t), (3.5.5) 


则 对 任意 s c R 及 任意 uo € H, WH ult), t > s 为 问题 (3.2.16) 的 解 . 


93.6 REREAD. Navier-Stokes 方程 


由 于 随机 流 要 求解 对 时 间 与 初始 条 件 的 联合 连续 依赖 性 , 目前 还 没有 关于 随机 
偏 微 分 方程 的 随机 流 的 较 好 的 结果 是 . 较 早 的 结果 是 文献 [29], [37], Flandoli 及 其 
合作 者 证 明了 一 些 线性 抛物 随机 偏 微分 方程 生成 随机 动力 系统 的 存在 性 , 同时 表明 
了 Ruelle 理论 应 用 的 具体 途径 ， 与 对 线性 系统 研究 的 不 同 , 对 非 线性 系统 的 研究 
更 为 困难 . Brzeźniak 及 其 合作 者 们 首先 证 明了 二 维 Navier-Stokes 方程 生成 (局 部 ) 
随机 动力 系统 的 存在 性 理论 , 参见 文献 [28], [33] 等 . 然而 , 有 关 吸 引子 的 存在 性 问 
题 直到 Crauel 与 Flandoli®4!, 以 及 Schmalfuss 的 独立 工作 BB9 才 真 正 开始 有 所 涉 
及 (对 实 噪声 的 情形 , 参见 文献 [27]). 而 对 于 无 界 区 域 上 的 情形 , 由 于 Soblev RK 
入 的 缺乏 , 需要 引进 新 的 研究 方法 与 思想 . 

在 此 , 我 们 将 主要 专注 于 对 乘 性 噪声 驱动 的 二 维 随 机 Navier-Stokes 方程 的 研 
究 . 从 文献 中 可 以 发 现 , 已 经 有 很 多 学 者 开展 了 对 乘 性 噪声 驱动 的 Navier-Stokes 方 
程 的 研究 , 例如 文献 [32], [35], [36], [38] 等 . 

给 定 实 值 Hilbert 空间 五 (内 积 定义 为 C), 范 数 定 义 为 |), AT A: D(A) C 
HoH 为 定义 在 空间 五 上 的 严格 负 自 伴 线性 算 子 ，Hilbert 空间 D((—A)/?) 记 
Je V, 其 中 范 数 定义 为 


IXI? = ICA P2] = —(Az,z) Yz e€ D(A). 


有 如 下 Gelfand 三 元 组 V C H C V', K'PRRAEBUESXEAERI. 假定 算 子 A! 也 为 
RAT, RAV CH ARRA. WAT -4 的 第 一 特征 值 为 At, 则 成 立 


izl? 2 àz, vx €V. 


定义 B(u,v) Jg V x V 到 空间 V^ 的 双 线 性 连续 算 子 . 假设 存在 常数 ce > 0 
成 立 


(B(u, v), 2) < calu) P lul 1v]? lv]? ]]z], u,v, 2 € V, (3.6.1) 
(B(u,v),v) 20, Vu,vcV, (3.6.2) 
(B(u,v),z) < ca|ul "^ |Au| 7 ]v||z, vue D(A,veV,zeH. (3.6.3) 


考虑 刻画 二 维 空间 中 有 界 或 无 界 区 域 不 可 压 流 体 运 动 的 二 维 随机 Navier-Stokes 
方程 的 抽象 形式 的 Stratonovich 乘 性 噪声 驱动 的 随机 发 展 方程 , 给 定 bibr ,by € 
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R, f € H. AN, 给 定 概率 空间 (Q, F, P), 及 独立 双边 Wiener WE w(t), 1 <j € m, 


du = {Au + B(u,u) + f dt + Y bju o dw; (t). (3.6.4) 
j=l 
考虑 过 程 
- 2 bw; 
a(t)=e ic ; (3.6.5) 


它 满足 以 下 Stratonovich 方程 


m 


da(t) = T2 to o w; (t). (3.6.6) 
定义 过 程 v(t) 
v(t) = o(t)u(t), (3.6.7) 
则 
= - IT + ac. (3.6.8) 
进而 , 过 程 v(t) 满足 方程 
& — Av +aBlu u) + af, (3.6.9) 
或 者 方程 
T = Av à 1 B(u,u) + af. (3.6.10) 


”由 确定 性 Navier-Stokes 研究 结果 (参见 文献 [25] 中 Chapter III, Theorem 2.1), 

有 如 下 类 似 结论 

定理 3.6.4 “给 定 概率 空间 (O,F,P), 对 P-as. HA weg, 

(i) 对 任意 to € R, 以 及 任意 初始 值 v(to) = vo € H, 方程 (3.6.10) 存在 唯一 解 
v € C([to, oo); V) N L2, ([to, 00); V). 

(ii) de X 3t— 3 vo € V, WME v € C([to, 00); V) N L2, ([to, o0); D(A)). 

(iii) 进而 , 对 任意 6 20, URES vo € H, v € Cl(lto +e, 0): V) N12 (to 十 
€,00); D(A)). 

(iv) 46 v 记 作 v(t cito, vo), MAES t to, BRAT vo — v(t, w;to, vo) 连续 . 

给 定 映射 vo — v(t,w;0, vo), 注意 到 a(0) = 1, v(0) = u(0), 可 定义 方程 (3.6.4) 
对 应 的 随机 流 (t, o), 


plt, wyuo = a(t, w) v(t, w; 0, ug). 


接 下 来 , 将 研究 方程 (3.6.4) 对 应 的 随机 流 olt w) 的 动力 学 行为 . 首先 看 到 , 方 
F (3.6.4) 对 应 的 随机 流 olt, o) 是 耗 散 的 .也 即 , 给 定 有 界 初 始 值 , 只 要 给 予 系统 
足够 的 运行 时 间 , 其 拉 回 状态 一 定 是 有 界 的 , 
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引 理 3.6.1 存在 仅仅 依赖 于 At b1,b2,… ,bm 与 |f| 的 随机 半径 mi(w) > 0, 
使 得 对 任意 实数 o > 0, 均 可 找到 时 刻 t(w) « —1, 使 得 对 任意 初始 时 刻 to < tw), 
取 初 始 值 ug € H, [uo] <S p, 方程 (3.6.4) 的 解 u(t, w; to, (to, w)uo), te [to, 00), 


vo = Q(to)uo, 成 立 
|u(—1, w; to, a(to, w)ug)|? S riw). 


证 明 ”给 定 初始 时 刻 to, uo € H, vo = o(to)uo, 以 及 方程 (3.6.4) 的 解 v(t),t > 
to, W v(t) = v(t, w; to, a(to,w)uo). 由 双 线 性 映射 B 的 性 质 及 方程 (3.6.9), 成 立 


ld d 
gai m og) = ll + e B(u u) + o) 
- -lelP + (v, af) < Il? + elles. 
进而 , 存在 依赖 于 Xi 的 常数 co, 满足 
Slo? + lvl? < -Žu + cola 
应 用 Gronwall 引 理 可 得 


入 一 1 入 
De o altojuo + [o7 C17 (s)ff ds 
A A ° -i 入 
ce? [Pratt + colsi f ratas. 
由 布朗 运动 的 性 质 , 成 立 


,le 
im, i 2. b;w;(t) 20, P-as.. 
J= 


不 难 证 明 , 映射 s e *0(s)? 在 区 间 (—00,0] 上 是 依 路 径 可 积 的 . 


im _e#*a(s)?=0, P-as, 
进而 , 对 给 定 p > 0, 存在 tw) 使 得 
eFa(ty)2p? <1, to <t(w). 
令 -1 
ri (w)? =e? fı + colf J. e#ta(s)2as} , 
由 (3.6.13) 及 (3.6.14) 可 得 


|v(—1)|? <r (w)?. 


基于 能 量 估计 原理 , 我 们 在 区 间 [-1,0] 上 有 如 下 先 验 估计 . 


(3.6.11) 


(3.6.12) 


(3.6.13) 


(3.6.14) 
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引 理 3.6.2 ”存在 仅 依 赖 于 AL, bba…… ,bm 与 |f| 的 随机 变量 ev), co(w) > 
0, 使 得 对 任意 实数 p > 0, 均 可 找到 时 刻 tw) < -1 使 得 对 任意 初始 时 刻 to < tw), 
取 初 始 值 uo € H, luol < p 方程 (3.6.4) 的 解 u(t, w; to, a(to, co) uo), tc lto, 00), 
vo = Q(to)uo, 成 立 
|v(t, w; to, alto, w)uo)|? < cı (w), te [-1,0]; 
0 
f \v(s,w; to, a(to, w)uo)|? ds < c2(w). 
-1 
证 明 ”由 不 等 式 (3.6.11), 在 区 间 [-1,0] 上 应 用 Gronwall PER, 
v(t)? < etDvDP + colfP f 
-1 
对 不 等 式 (3.6.11) 在 区 闻 [71,0] 上 积分 ， 
0 0 
fas < WDP + oll (S) as. 
—1 —1 


应 用 引 理 3.6.1, 存在 ri(w) 使 得 , 对 任意 p > 0, 存在 时 间 tw) < 一 1, 满足 对 
任意 to < tw), uo € H, [uo] < p, lv( CU? € ri(e). 
因而 , 令 
ca (w) = e7 Y Dr (w)? + e| ff? / e t-s) a(s}? ds (3.6.15) 
-1 


e- 4 (s? sds; 


0 
ca(w)] = riw)? + cols f a(s) ds, (3.6.16) 
-1 
则 对 任意 p > 0, 存在 tw) < —1, 成 立 对 任意 to < t(w), uo € H, |uol < p. 


lu(t, w; to, a(to, w)uo)|* < ew), te [1,0]; 
0 . 
f |v(s, w: to, (to, w)uo)|? ds € ce(w). 口 
一 1 


进一步 , 我 们 需要 研究 方程 (3.6.4) 生成 随机 流 吸 收集 的 紧 性 特征 . HT RRA 
V CH X ERA, 则 当 随 机 流 作用 于 有 界 初始 值 的 结果 为 有 界 时 , 直接 得 出 了 随机 
流 的 紧 性 特征 . 然而 , 对 相 空间 为 无 春 的 情形 , WRA V CH. 的 紧 性 不 再 成 立 ， 此 时 
需要 进一步 研究 随机 流 作用 于 有 界 初 始 值 结果 的 弱化 紧 性 特征 , 例如 渐 近 紧 性 等 . 

引 理 3.6.3 存在 仅 依赖 于 ài, bibo e ,bm 与 |f| 的 随机 变量 rz(w) > 0, 
使 得 对 任意 实数 p > 0, 均 可 找到 时 刻 tw) < 一 1, 使 得 对 任意 初始 BEA] to < tw), 
取 初 始 值 uo € H, |uo| < o, 方程 (3.6.4) 的 解 v(t,w;to, a(to,w)uo), t € [to, oo), 
vo = a(to)uo, p(t,w) 为 方程 (3.6.4) 对 应 的 随机 流 ， 成 立 以 下 拉 回 估计 


lp, wuoll? < r2(w)?. 


证 明 ”应 用 能 量 函 数 估计 ， 


a le (OIP o - (Av, 2) < -AvP  |Aelo Qu) LA 


? 1 1l 1 
+ gl V2aB(u, u) + 2 FE 


2 
1 2 
Va + 5|v2ef| 


1 
— Av 
V2 


<~$]40| + cx%|ul|Aulllull? + laf? 


1 
< ~|Av|? + 2 


——5IAv| + eptul AC) ul os) + fas? 
- -5lAvl + eglul| Avllullllell + las? 
<~Z\Avl? + (Blu? I Mol? + as, 


因而 ， à 
a; Ie DI? < 2(cb lul" lul?) vll? + 210? 


对 任意 s <t, 在 区 间 [s.t] 上 对 上 式 积分 

llo CI? < IGI + 2f f (ryan +2 f OPPN ar: 
& s € [-1,0], 在 区 闻 [s, 0] 上 应 用 Gronwal 不 等 式 

vO < ef cisco icon ar T2 + 2f? f a(r} ar} 
在 区 间 [1,0] 上 对 上 式 积分 ， 

lle, w)u(0)l? = l}v(0) |? 
0 0 

<el- eslu) lr)? dr u. lols)? ds + 2]f? f. alr) ar}. 
而 u(t) = a(t)o(e), 所 以 

0 D 

[Par = sup ot sup DP f. detta 


应 用 引 理 3.6.2, 存在 c(w) > 0, 使 得 对 任意 p > 0 均 可 找到 时 刻 tw) < -1, 
使 得 对 任意 初始 时 刻 to < t(w), 取 初 始 值 uo € H, uol < o, 方程 (3.6.4) KIW 
v(t, w; to, a (fo, w)uo), t € [to, 00), vo = o(to)uo, 成 并 


0 
sup le(t,w; ts, a(torojuo)P f lo(s, w; to, a(to, w)uo)|? ds < c(w)?. 
-~1<t<o -1 
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0 cà sup o(t) *c(uy? 
nt) = (s) mr [^ atas) oP Feo 
—1 


引 理 得 证 . 口 

引 理 3.6.3 给 出 了 方程 (3.6.4) 对 应 的 随机 流 p(t,w) 的 拉 回 估计 , 而 由 嵌入 
VcH RERE, 实际 上 得 到 了 随机 流 紧 吸 收集 的 存在 性 , 因而 我 们 证 明了 如 下 重要 
结论 : 

定理 3.6.2 FFE (3.6.4) 对 应 的 随机 流 p(t,w) 存在 随机 吸引 子 . 

附注 3.6.1 “本 节 主 要 对 Stratonovich # RR E Ia t Navier-Stokes 方程 
的 动力 学 行为 性 态 紧 性 了 研究 , 研究 的 重点 在 于 对 研究 方程 生成 动力 系统 拉 回 耗 散 
特性 与 吸收 特性 的 分 析 . 然而 , 对 相 空 间 为 无 界 区 域 时 ,由 于 嵌入 紧 特 性 的 缺乏 我 
们 需要 进一步 弱化 吸引 子 对 紧 性 的 依赖 ,寻求 新 的 解决 途径 , 参见 文献 [30], [31]. 
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第 4 章 Lévy 过 程 驱动 的 随机 发 展 方程 


这 一 章 研究 Lévy 过 程 驱动 的 随机 常 微分 方程 和 随机 偏 微分 方程 的 解 生成 的 
随机 动力 系统 . 尽管 高 斯 随机 过 程 在 工程 科学 领域 具有 广泛 的 应 用 , 一 些 复杂 现象 
也 涉及 到 了 非 高 斯 不 连续 的 随机 过 程 . 例如 , 地 球 物理 中 的 灌流 , 可 理解 为 一 系列 
“暂停 ", 当 粒 子 被 其 他 介质 干扰 或 吸附 后 逃 物 、 振 动 或 其 他 极端 的 活动 , 或 者 喷气 
式 地 运动 等 现象 , 可 理解 为 带 跳 的 随机 过 程 , 使 得 研究 Lévy 过 程 驱动 的 随机 偏 微 
分 方程 更 加 困难 . 本 章 内 容 主 要 参考 文献 [4], [5], [7] 及 [11] 等 . 


§4.1 a 稳定 Lévy 噪声 及 相应 Ornstein-Uhlenbeck 变换 


这 一 节 讨 论 一 类 特殊 的 Lévy 过 程 , 即 a- 稳定 Lévy 过 程 , 其 特征 三 元 组 为 
(0,0,v), 其 中 valdu) = ane 下 面 图 4.1, 图 4.2, 图 43, 图 4.4 分 别 为 当 a = 
0.25,0.75, 1.2, 1.9 时 的 样本 轨道 , 当 a = 2.0 时 , 这 类 a- 稳定 的 Lévy 过 程 退 化 为 布 
朗 运 动 . 

附注 4.1.1 粗略 地 讲 , a- 稳定 Lévy 过 程 L? 满足 下 面 的 性 质 


sup L$ 


s 0 4n<a, 
lim sup ge = { " (4.1.1) 
t—oo t co, Z 7 > a. 
考虑 Langevin 方程 
dz = —zdt+ dL, (4.1.2) 
其 解 称 为 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 . 
0.3 0.1 
0.25 0 
0.2 一 0.1 
p, 025 PERLE 
0.1 -03 
0.05 一 0.4 
0 一 0.5 
-0.055 5 10 15 -0.60 5 10 15 


t t 


图 41 a = 0.25 时 的 样本 轨道 图 4.2 o-0.75 时 的 样本 轨道 
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8 — 0.5 
7 
6 0 
5 
4 - -0.5 
t 3 L A 
2 
1 -1.5 j MA 
0 a 
—1 一 
0 02 0406 08 1 0 02 
图 4.3 a=12 时 的 样本 轨道 图 4.4 o—19 时 的 样本 轨道 


引 理 4.1.19. iX L, ART R^ 上 的 双边 对 称 a- 稳定 的 Lévy 过 程 (1 < 
a « 2), 则 
(1) 存在 {seer 不 变 的 全 测 集 Q, 使 得 


t 
lim 2) 
totco t 


(2) 对 » € Q, 2: (4.1.2) 存在 唯一 的 随机 稳 态 解 
0 
2(0.w) = -J e*8,u(s)ds 


映射 + 一 (bhw) 是 右 连 左 极 的 . 
(3) sf w EY, 


=0, we. 


|z (859)] 


1 i 
= j 一 一 0. 
lx it 0, lim n z(0,)ds = 


t—4ooí 

证 明 (1) 对 o- 稳定 的 Lévy 过 程 (1 < a < 2, 有 a lz|v(dz) < oo, 则 
EJL] < oo, EL; — 0. 再 由 强大 数 定理 即 可 得 证 . 

(2) 由 (1) 知 , 积分 fe w(s)ds 是 有 界 的 . 利用 分 部 积分 得 到 


0 0 
n esdL, = -| e*u(s)ds. 


直接 计算 后 , 由 文献 [2] 的 第 241, 258, 374 页 的 结论 可 得 证 . 
(3) 根据 a- 稳定 Lévy WHE (1 < a < 2) 的 轨道 性 质 可 知 ， X ~ <6 <1, 存在 
常数 Cs 满足 
le(s 4- £)) € Cou + ls] + ltl’, 


并 且 


1 0 
lim al e*w(t + s)ds) = 0. 
t—-oolt —oo 


因此 ， 
tim 20%)! _ 9, 
t=œ — [t| 
HF LO oo AEN, z(w) 也 是 a- 稳定 的 , 并 且 Ez = 0. 由 遍历 定理 即 可 得 
iE. 4 


§4.2 Lévy 过 程 驱动 的 常 微分 方程 生成 随机 动力 系统 
考虑 Lévy 过 程 驱动 的 常 微分 方程 

dY (t) 2 (Y (t—))dt + e(Y (t—)) dB, + J | 

+ G(Y (t—), x).N (dt, dz), (4.2.1) 
|z|2e 

其 中 Ñ (dt, dz) 为 补偿 Poisson WE, N (dt, dz) 为 Poisson 测度 , 假设 函数 b(-), oC), 
F(,), GC, -) 均 为 可 测 函数 , 并 满足 

(H1) 对 任意 的 yn,yo € RI, 存在 常数 Ky > 0 满足 


F(Y (t—), z) N (dt, dz) 


Ib(y1) — blya)? + Ja(y1, 91) — 2a(g1; y2) + a(y2, vo)ll 
+ /Pl - Fosse) 
|z| «1 
«Kil — val". 


(H2) 对 任意 的 ye RY, 存在 常数 Ke > 0， 


Ib(y)? + Hays y) Il + n Pe Duan) < Kall eu. 


Ix 


(H3) 对 任意 的 yi us € R4, 存在 常数 5 > 2, Ka > 0, 92 <p <ô 时 ， 
J Piva) = Flo) Peta) < Kal — waf- 
z|«1 


定理 4.2.15] 假设 (H1) 和 (H2) 成 立 , 且 对 任意 的 |z| > c 映射 y — Gly, 2) 
是 连续 的 , NAR (42.1) 存在 唯一 的 Cadlag 整体 解 . 

证 明 ”由 文献 1) 的 定理 6.23 即 可 得 证 . 口 

定理 4.2.23 回 dmi (H1), (H2), (H3) RÈ, 则 方程 (4.2.1) 的 解 映射 生成 一 
个 随机 动力 系统 , 其 中 otru) XT x 连续 , 关于 是 右 连 左 极 的 
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证 明令 b.e 为 方程 (4.2.1) 满足 再 。。(y) = y 的 解 , BI 


do, (y) =b(Bs, (y))dt + o(s +- (y))dBe + J 


|z 


y F(9,, (y), x) N (dt, dz) 


T G(b, (y), TN (dt, dz). (4.2.2) 


|z|>e 
由 文献 [1] 中 的 定理 6.4.2. 推论 6.4.11 可 知 , 9 为 Lévy Fi, 且 满足 

Bo,stt(Yy, w) = Bo,e(Po,z(y), As(w)). (4.2.3) 
cE MRA OR x R?x — Rt 如 下 


(t, y, uw) = Por(y,w), (4.2.4) 

则 有 
H(t + 8,y,w) = Blt, Pls, y,w), bs (w)). (4.2.5) 
由 olt, yw) 关于 变量 y 连续 , 关于 t 是 右 连 左 极 的 , 则 6: R x R2 x 一 R? 是 三 
元 可 测 函 数 . 由 文献 的 定理 1.3.2 RIE 1.3.3 即 可 得 到 结论 . 口 


下 面 用 Liapunov-Perron 方法 研究 由 o- 稳定 Lévy 过 程 扰动 的 随机 动力 系统 
的 随机 不 变 流 形 . 
考虑 下 面 的 随机 常 微分 方程 组 
ù = Au + F(0w,u,v) + z(Ow)u, 
{ ù = Bu+G(6w, u,v) + z(0io)v, 
其 中 2(0.w) 是 Langevin JFE (4.2.1) 的 随机 稳 态 解 ， 矩阵 A 的 特征 值 均 具有 人 负 实 
部 , 矩阵 B 的 特征 值 具有 正 实 部 , 则 存在 常数 K > 0,a > 0,b > 0 满足 下 面 的 指数 
二 分 性 : 


(4.2.6) 


le4tz| < Ke*|z|, t 20, 
(4.2.7) 


leP*z| < Ke™|z|, t <0. 
非 线 性 项 F(w,w,v) 和 G(w, u,v) 满足 Lipschitz 条 件 : 
(H6) 对 任意 的 u,v € RI, 存在 Lipschitz 常数 Lip 满足 
max{|F(w,u1,01) — F(w,ui,vi)|, |F(w, ui, vi) — Fw, ui, v1){} 
€ Lip(|u1 — u2| + [vı — val). 
对 任意 的 7 (b <n < a), 定义 Banach 空间 
Cy = [e : [0, co) 一 R™"| à 连续 上 且 sup e7?7Jo 4677 |o(0| < oo}, 

tc[0,00) 
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并 赋予 范 数 
lloj = sup e "lo 677 |o(t)]. 
" — te€[0,oo) 
定义 集合 
M” (w) = {(uo, vo) € R™ x R"|o(., uo, vo, w) € Cz )- 
定理 4.2.8 ”如果 指数 二 分 性 参数 K, a,b 和 Lip 满足 谱 闻 陈 条 件 


。 1 1 
K Lip (= + ) <1, (4.2.8) 
n-b a-—m 


则 随机 常 微分 方程 组 (4.2.6) :存在 随机 稳定 流 形 ， 且 随 机 稳定 流 形 可 表示 为 
M*(w) = {(6, h° (E)E € R™}, 


其 中 hs : R” 一 了" X Lipschitz 连续 , 并 满足 hs(0) = 0. 
WEBB SEWER Ms(w) 为 R” 上 的 Lipschitz 连续 函数 的 图 像 . 设 (6,0) € 
Ms(w), 由 常数 变易 公式 得 到 


t 
di (t) — eAtt fo z(@sw)ds e + f eAt- 3) f; 2(6-)dr BQ. b)ds, (4.2.9) 
0 
t 
a(t) = eBttte seo)drga(7) + f Ales) +S; sgrojdarG(g jds. (4.2.10) 
dioe C+ 可 知 , 对 任意 的 t+< mr > 0 
jgBe-0/7 z(8sw)ds (7) — 0, T — +00. 


对 方程 (4.2.10) 两 边 令 7 一 +00 可 得 


a(t) = n ' eA) [7 «(6747 Gg, b)ds. (4.2.11) 
+00 
综合 (4.2.9) 和 (4.2.11) TAN, (£,C) € Ms(w) 当 且 仅 当 存在 函数 o) e CT, 满足 
p(0) = (£, O, 并 且 


t 
o(t) —eAt+So 2(Gow)ds c 十 n egAG- 9/7 2(Orw)dr P(O w, p(s))ds 
0 
t 
+ fÉ PIRG Guu lds EIEN), (4212 
Too 


则 定义 在 空间 Ct xR” 上 取 值 于 C; 上 的 非 线 性 算 子 , 则 J(0, 6) (to) 是 有 界 的 ， 
关于 变量 7 是 Lipschitz 连续 的 . 
ER 0,6 e Ct, 直接 计算 得 到 
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J($.&) - 7(8, £e; 


< sup fer-s «eee ( 


t 
f gAG- 27 e (6r (FP (Osw, $) — F (Ow, $))ds 
te[0, œ) 0 


) 


t t 
< sup {x Lip|¢ — $lo+ (| e-m-5)gs + / se-me-nas) } 
tc[0,0c) " 0 -o 
1 


SK rm( 十 ji - élo;, 
REHAT J 是 一 致 压缩 映射 . 由 一 致 压缩 映射 原理 可 得 , 对 任意 的 & € R™, 映射 
J 在 空间 C+ 中 存在 唯一 不 动 点 ol, Ew) € CT, 并且 
K —n. .2.13 
1-Kup( Ls : y 7 anm 
m-b a—m 
omw) 的 F- 可 测 性 可 由 J 的 o EP ERR, 由 o6 mo) XT n 是 
Lipschitz 连续 可 知 , $ 关于 (t,6,w) 三 元 可 测 的 ， 
4 h*(£,u) = $2(0,€,w), D 


t 
f eBlt-s)+J, 20~)4r(G(9,w, 6) — G(6,w, B))ds 
十 ce 


lé, m, w) 7 $C, T, w)lo; < 


0 
h(E, w) = J e7 BstSe 2(8s)47 G9 w, pls, E, w))ds. 
Too 


由 G(w,0) = 0 可知, h*(0,0) = 0. 
利用 (4.2.13) 可 得 
2T: _ 
E UP E d. 
peres) 
BI hs 是 Lipschitz 连续 . 由 h*(£,w) 的 定义 可 得 
MSs(w) = ((& h*(6,))|E € R™}. 
类 似 于 文献 [6] 中 的 方法 , 可 以 证 明 M*(w) 的 不 变性 . 口 
定理 4.2.45] 。” 如果 设 指数 二 分 性 参数 K, a,b 和 Lip 满足 谱 间 陈 条 件 (4.2.8), 
则 随机 常 微分 方程 组 (4.2.6) 存在 随机 不 稳定 流 形 , 且 随 机 不 稳定 流 形 可 表示 为 
MY(w) = ((6 R(E € R"}, 
其 中 ht: R” R? OX Lipschitz 连续 , 并 满足 A"(0) — 0, 


|h (E, w) m hs (E,w)| < 


0 
h* (Cw) = / e Ast [7 z(0rw)dr Fg, (s, C, w))ds. (4.2.14) 


Me A Ley RRR 
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这 一 节 研 究 非 高 斯 的 Lévy 噪声 扰动 的 随机 阻尼 波 方程 解 的 存在 唯一 性 , 主要 
内 容 取 自 于 文献 [7] 等 . 

B (Q,F, (£8, P) 是 完备 的 概率 空间 , Poisson 随机 测度 N : B(Z x [0, 00) x 
Q) 2 NU{0}, 其 在 (Z, B(Z)) 上 的 特征 测度 为 r(.), HWE 


A({0}) — 0, n 入 jzl2r(dz) < oo. (4.3.1) 


N(dz, dt) = N (dz, dt) 一 (dz) 是 相应 的 补偿 Poisson 随机 测度 , 其 中 Z = R™(me 
N). 定义 Zi = (z € Z,|z| < 1}, 


5 = J leliz(dz), @=m(Z\Z1). (4.3.2) 
Zı 
考虑 非 高 斯 的 Lévy 噪声 扰动 的 随机 阻尼 波 方 程 : 


O7u(t, € Ou(t, . 
e ) ^u £) — Au(t, £) = 上 a(u(t—,£), z)N (dz, dt) 


+f ug), zdz, dt), 
ZAZA 
(t, €) € [0, œ) x D, 
u(0, £) = P(E), bulb.) = v(£), € € D, 
u(t,£) =0, (t,£) €[0,00) x OD, 
其 中 DCR! 是 边界 OD 具有 充分 正则 性 的 有 和 界 开 集 , 表示 阻尼 系数 , 函数 a : 
Rx Z oR #lb: Rx Z\Z oR 满足 条 件 
(H1) a(-),b(-) 是 可 测 函 数 , 并 且 存 在 常数 va > 0 满足 
a(0, z) 三 0， 
la(z, z) — ay, z)? < valz — yl lz 
定义 4.3.1 AkR—^MV x H Jh 89 (Filtre AE X — (X (t))t20 = (ult), v(t))izo 
AHA (43.3) 的 满足 初 值 X(0) = (6,0) € V x H 8658, 如 果 X (0) 满足 
(1) 对 任意 的 了 > 0, P-as. 都 有 X € C(0, T]; V) x D([0, T]; H), 
(2) 对 于 任意 的 测试 函数 由 = (p1, p2) € D(A*), E20, 几乎 必然 地 满足 


(4.3.3) 


K 


t t 
0 0 


(XT (4) = a0), f (XT), repas [ (G0 6). Gas (434 
X XT(t) = (ut) vt)", A* 是 4 的 伴随 算 子 ， 
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0 
G(X" (t)) = | 人 a(u(t—, £), z) N (dz, dt) + 上 v b(u(t—, €), 2)N (dz, dt) | 


引 理 4.3.1792 31 Ami he L?(L2(0, T] x Zi V), Y(0) = (6,9) eV x H, 
则 对 任意 的 T > 0, 方程 


du(t) = v(t)dt 
区 = —[ku(t) + Au(t)]dt + 上 h(t—, z)N(dz, dt), (4.3.5) 
u(0)=¢, v(0) = 
存在 唯一 的 弱 解 (Y(t))s>0 = (u(t), v(t)) e C([0, T]; V) x D([0, T]; H). 
WEBB ” 先 定义 函数 
g(t) -f Í, h(s,z)N(dz,ds), t> 0， 


注意 到 he (L0, T] x Z1; V)), g(t) € L00, T]; V), 因此 先 考虑 下 面 的 系统 
| du(t). = [o(t) + g(£))dt, 

do(t) = —|«(v(t)g(£)) + Au(t)]dt. 

由 文献 [8] 可 知 , 系统 (4.3.6) 存在 唯一 的 弱 解 (u(t), v(t)) e C([0, T]; V) x C([0, T]; H). 

令 u(t) = v(t) + g(t), WU Y (t) = (u(t), o@)) 是 方程 组 (4.3.5) KA, 并 且 Y(t) € 

C([0, T]; V) x D([0, T]; H), 引 理 证 毕 . 口 

B 4.3.2000 32 如 果 条 件 (H1) 成 立 , 则 对 任意 的 X(0)=(¢,¥) € VxH, 
系统 


(4.3.6) 


du(t) = v(t)dt 
区 = —[«v(t) + Au(t)]dé + J, a(u(t—), z)Ñ (dz, dt), (4.3.7) 
u(0)=¢, v(0) = 
RRB BMX — X(t) = "" € C([0, T]; V) x D. T|; H)t20. 
证 明 25:8 PMMA 
du (t) = v"^*! (t)dt, 
[s 一 pa? () + Av yat f a(u" (£—), z).N (dz, dt), (4.3.8) 


1 


u™(0) = 9, v0) = v. 


”构造 (o 适应 的 随机 过 程 (X")。>o 如 下 


X9?(t) = X(0, t>0, 
XOHI = (X"1(t)uzo = (ut (t), v^*! (0)) e C((0, T]; V) x D((0, T]; H), 


则 x": 是 系统 (4.3.8) 的 唯一 弱 解 . 
接 下 来 , 证 明 (X")w>1 在 空间 C([0, T]; V) x D([0, T]; H) 中 的 Cauchy 列 . F) 
用 ita 公式 到 ju"+1(¢) — uv" (t)| 后 得 到 


|x"*'(t) — X(t) Ec 
= ||u**? (t) — vr (OP + lo" F(t) — v^ (t)] 
= -2x | ju" *1 (s) — v" (s)|? ds + 2 | Í, [a(u" (s), z) — a(u”—1(s), z) r (dz)ds 
Í urtl(s_) — v” (s— alu” (s), z) — a(u™—1(s), z))|? 
+f feo = (s=) + (alls), 2) = ai (6). 2 
—|(v"t!(s—) — v” (s—))?] Ñ (dz, ds). (4.3.9) 


由 条 件 (H1) 和 Poincaré 不 等 式 可 得 


n — a(u*- (s), z))?n(dz)ds .3. 
JEN COE (u^ (s), z)?n(da)d (4.3.10), 
F u” (s) — u^-1(s)?|z|?x(dz)ds 
e», 人/ p P0) r7 GP 2Pa( de) (4.3.11) 
_ 20v, ' u^ (s) 一 n-l(g 2 s 
= f (s) — u^ (8)|]?ds. (4.3.12) 


"B t> 0 BI, 定义 算 子 
I(t) -> f f (u"t*(s—) — v"(s—), alu” (s—), z) 一 a(u"—1(s—), z)) N (dz, ds) 


t 
"(s —). z) — alu”! (s~), z)? N(dz, ds 
+ ff eere at (5), ER (dz, ds) 
= Hh (t) + (t). 
直接 计算 后 得 到 
TAE | 
2f ff nth eain a cont), Gea] (48.18 


1 


v^*1(s—) — u™(s—)la(u™(s—), z) — a(u"!(s—), z)? N (dz, ds í 
af f [, ie cel 2 = atu en afa | 


§4.3 Poisson 噪声 驱动 的 随机 阻尼 波 方 程 解 的 存在 唯一 性 -151- 


<2 sup |v"*!(s-) — v" (s)? 
Ost 


i 


TW la(u" (s—), z) — a(u^-! (s—), z) ^N (dz, ds)|- 


«ig mn +7 (s—)—u"(s—)/? 


svi nm z)—a(u?—! (s—), z)N (dz, ds). 
再 由 Davis 不 等 式 和 Poincar6 不 等 式 得 到 


E| s sup |hi(s J| <2ven[n. n] 


Ogs<t 


1 
< nal sup |/^* (s—) — v (s)? 
2 Lloxzs«t 


480v, t n no 
+ | E||u"^(s) — u 1(s)||?ds. 
类 似 地 ， 


P 
[Z2, Ij 


l 


_ | n ‘ NICE - a7 5) 2) N (da de) ° (4.3.14) 


X Va n > lu" (s—) 一 u" Gf iN (dz, de)| : 


1 -1 2 
< ——2 sup ||u"(s—) — u"^^ (s— 
16/6 UR (s-) (s) 


aveva f J, llu” (s s—)||224N (dz, ds). 


注意 到 上 \z|*m(dz) < 8, FÆ 


E| sup JPG 


O<s<t 


sive 


< 让 | sup. lo- p] - S5 f “Ellu” (s) — «77 (s) Pas. 


8 Oxs«t 
接 下 来 估计 urt) — u^ (||? 和 jun*1 (t) — vn (£)], 由 (4.3.9) 和 (4.3.10) 可 得 , 24 
t» 0 时 ， 
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E| sup Net) = v^ GP +E] sup ^) - (DP 
O<sct O<s<ct 
26v, t n nm-1 2 
< E f lu^ (s) —u™~*(s)||["ds +E} sup 五 (s)| +E] sup Z2(s)|. 
à 0 O<s<t O<s<t 


再 由 (4.3.14) 和 (4.3.14) 得 到 


B| sup, urte) = 7 GXIP | +B] sup ico vecor 
< ZB | su ero - ^ P] + cn| f rl) Pas] 
RHC Sofres : 480v; 于 是 
E| sup, lju” (s) 一 oa 
«in| sup lv") - vx coyas| + ce| f A) = w=) Pas], 
类 似 可 得 
« —2«E | f C^? (s) — TOKI + ep] f " lu^(s) — v7 Glas 


«5| sup n) + 了 | sup n). 
O<s<t 0 


<s<t 


B EJ ern) — vor| 
€ —2k& | f lont! (s) 一 u"(s)Pas| + ae) f ju” (s) 一 v7 (s) Pas] 
sief sup ro- wio] + SE | sup (9) - wo]. 
于 是 


E| sup HO) - ec) | 


«as [wert Pas e ZBL sup, bte) —w (Dd 
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t 
+2cB| [ llu” (s) -wellPad 
0 
因此 , 当 上 > 0 时 ， 
el sup |X^ () -XOR 
O<s<t 
X -4k«E [ lun+1(s) — v"(s)/?ds + SEI sup [X"(s) — X" (fade 
0 8 [ogsgt 
+3C\E n (X^ (s) 一 X" GR cd . (4.3.15) 
0 
对 每 个 0<t<T, 令 
v^()- zl sup |lonta(e) - (Ol? | n20, 
O<s<t 
则 (4.3.15) 可 写成 
V^(t) < SV) T 36; 了 V"-i(s)ds, n2 1 
0 


因此 , 存在 常数 Cr > 0 使 得 


V^(t) <Cr > Ci ($) 


1 一 0 


n—i 


, 


4 


i 3 n scr 
i <cr( ) e ) 
这 表明 存在 一 个 随机 过 程 X € C([0,T];V) x D([0, T]; H) 满足 


lim e| sup [X?*! (t) - X"(t)f.. " = 0. (4.3.16) 
n-00 O<s<t 
令 系统 (4.3.8) 中 的 — too, 可 知 X(t) 是 系统 (4.3.7) 的 一 个 弱 解 . 再 利用 tô 公 
式 和 Gronwall 不 等 式 可 得 到 弱 解 的 唯一 性 . 从 而 定理 证 毕 . m 
定理 4.3.1898 3.3 如果 条 件 (H1) 成 立 , 则 对 任意 的 和 (0) = (6,0) €VxH, 
系统 (4.3.7) 存在 唯一 的 整体 弱 解 X. = X(t) = (u(t), v(t), t 2 0. 
WEBB ”由 于 7(Z\21) < oo, 则 随机 过 程 (N(Z\Z1 x [0, f]))tp0 在 RY 的 每 个 有 
限 区 闻 上 只 有 有 限 个 跳 , 即 存在 递增 的 跳 时 刻 0 < m << cm ccu RR. 
(N(A x [0 要)(aneaczvzoxg+ 能 被 一 个 Z- 值 , 定义 域 为 R* 上 的 可 数 子 集 D, 的 
点 过 程 (p(t)):zo 来 表示 , 即 当 £ > 0, A € B(Z\21) 时 ， 


N(Ax [0,t)) = Y. 14(p(s)). (4.3.17) 


seD,s«t 


因此 , 4k =1,2,---,m € (t€ Dp: p(t) e ZZ]. WHEA k eN, 容易 证 明 六 是 
(so 停 时 ， Jf HA k — oo Bf, Tk — oo. 

RYE T € (0,71), 由 引 理 4.3.2 TA, 系统 (4.3.7) YE (0,71) 上 存在 唯一 的 弱 
fit X? e C([0,T];V) x D([0, T]; H). 定义 


X^?(t), te (0, 71), 
Pobre esa 7 
X | own pn) | 7 
FE, 在 [0,7] E, X! (t) 是 方程 (4.3.7) 的 唯一 弱 解 . 接 下 来 , 定义 
X4 = X!(n), 


p(t) = p(t + n) 

Ds = {t 20;t+71€ Dp}, 

Fr = fous 
注意 到 m — n € (te Dp Bt) € Z\Zi}, 类 似 (XOocten 的 构造 , 可 以 得 到 
(X! (t))oeizr, —,, TÆ, 构造 


xi- X(t), 0<t<n, 
X! (t-n), TIST, 


则 当 te [0,72] 时 , X2(t) 是 方程 的 唯一 弱 解 , 继续 下 去 , 可 以 得 到 方程 (4.3.7) 的 唯 
一 的 整体 弱 解 X(t), FE, 定理 证 毕 . 口 
定理 4.3.2 四 定理 45 如 果 三 元 组 (va von) 满足 


by, + 201, 
Ài 


则 转移 半 群 (Pijtyo # (V x H,B(V x H)) 存在 唯一 的 不 变 测度 vC). 


«0, K>, (4.3.18) 
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这 一 节 考 虑 Lévy 过 程 驱动 的 非 Lipschitz 系数 的 随机 发 展 方程 


{ du = [Au + F(u)]dt + GdL, 


(0) = us € HE, (4.4.1) 


其 中 Ls 是 平方 可 积 的 均值 为 零 的 Lévy 过 程 , HERA S] Hilbert 空间 U 
H, G : U > H 是 线性 算 子 , F 是 定义 在 石上 的 非 线性 算 子 , 不 满足 Lipschitz 条 
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fr. 我 们 在 算 子 AMF 为 m- 耗 散 假设 下 , 利用 Yosida 近似 方法 和 不 动 点 定理 来 
证 明 方程 (4.4.1) 存在 唯一 的 Cadlag 解 . 
为 便于 读者 阅读 ， 先 给 出 下 微分 和 m 耗 散 的 定义 和 性 质 然后 再 给 出 方程 
(4.4.1) 解 的 存在 唯一 性 证 明 . | 
定义 4.4.1 


Olzlp = (z* € B* : |z +yl|s — |x|B 2 (z*, y), Yy € B} 


命题 4.4.1008 10.1 yO T] 2 B 连续 函数 , 其 左 导数 


d'u u(to + €) — u(to) 
—— (to) = LU AL 
dt (to) Nu € 


Æ to € (0, T] 处 存在 , 则 Y(t) = lulta, t € (0, T] 是 如 处 的 左 导 数 , FH 
d^ Tu 
ET (to) = min { (s Elto) ) + a^ e uta) f 


定义 4.4.2 (1) RHF: DF) C Bo B 是 耗 散 的 , 如 果 对 任意 的 ry E 
D(F), 存在 一 个 2* € Ola — yle, 使 得 (2*, F(z) — F(y)) <0. 

(2) ARRIRA F Æ m- 耗 散 的 (最 大 耗 散 的 ), 如 果 对 某 个 入 > 0 (进而 是 任意 
的 入 > 0), AI 一 下 的 象 是 整个 空间 B. 

(3) 称 映射 是 几乎 m- 耗 散 的 , RATED 0 6 R, Fil 是 m- HRM. 

定义 443 wRE £m HRRH, a> 0, WF 的 Yosida 近似 Fo 定义 为 


Fy(2) = F(Ja(2)) = È (Ja(2)— 2), 2 eB, 


其 中 J, (x) = (I ~ aF) (z), x € B. 
关于 算 子 Fa 和 Ja 的 性 质 如 下 : 
命题 4.4.2[19 命 题 10.2 3$ p. D(F) 一 BA m-RRRH, 则 有 
(1) 对 所 有 的 a 0, 2,y € B, |Ja(z) — Jo(y)lp < lx — Ys; 
(2) 当 a > 0 时 ; 映射 Fa 都 是 耗 散 的 , 并 且 是 Lipschitz 连续 的 , 9p 


2 
|Fs(z) — Falu) < Sle — gla, Vz,y € B, 
并 且 [Fo (z)]p € |F(z)l o, Yz € D(F). 
(3) lim (x) =2,Var € D(F). 
命题 4.4.3 001085103. ,— 3x H A Hilbert Zi, F: D(F) 9 H  H EM 
m- RH, a> 0,0 > 0, 则 对 任意 的 z,y € H, 


(z — y, Foo) — Foly))u < (a + 8)Fa (m) + [Fa Gba". 
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下 面 的 命题 给 出 了 关于 m- 耗 散 生成 元 的 性 质 . 

命题 4.4.4001885 104 3$ (A, D(A)) X Banach 空间 S 上 的 Co 半 群 5 的 
生成 元 , 则 下 面 的 条 件 是 等 价 的 : 

(1) lISQ@) lrcB,B) < 1,vt > 0. 

(2) A 是 m- 耗 散 的 . 

(3) 对 任意 的 x © D(A) 及 某 个 z* € 0|x|p, (z*, Az) < 0. 

(4) 对 任意 的 ze D(A) 及 任意 的 Zr € Olz|Bp, (z*, Ax) < 0. 

id Z4 是 Lévy Ornstein-Uhlenbeck 过 程 


Z4) = n 'S(t—s)GdZ(s, t20. 


Xi B RXEBRBEAGR] H 上 的 自 反 的 Banach 空间 , 算 子 4 和 F 满足 下 面 假设 . 
(H2) A, F 及 其 在 B 上 的 限制 As, Fs TE H M B LARRY m- 耗 散 的 , 并 
E Bc D(F), F Y& BPWARRRE H 中 的 有 界 集 . 
(H3) 随机 过 程 Z4 在 B 中 是 Cadlag 的 , 且 对 所 有 的 T > 0，P-a.s. 


T 
] ir atnaat < o. 


定义 4.4.4 “ 称 一 个 适应 的 BAH u 是 方程 的 Càdlàg 的 Mild S£, wR u 
4k B p X Càdlàg 的 , 35:8 2 0 时 , u(s) € D(F), 并 且 Pas. 满足 方程 


u(t) = S(t)ug + [ S(t — s)F(u(s))ds + Z(t). 


定理 4.4.1 ”假设 (H2) 和 (H3) 成 立 , 则 对 任意 的 初 值 uo € B, 方程 (44.1) 
都 存在 唯一 的 Càdlàg 的 Mild f. 

证 明 对 于 a > 0,6 > 0 及 充分 小 的 7 > 0, 定义 m- RRA Fon 和 AY n 
的 Yosida 逼近 算 子 (F + n)a 和 (4 二 +)a 如 下 


(Fo = (U -a(F )7 - 1); 


(Atma = 5(u - A m? - 7). 


设 ws 是 下 面 近似 方程 


Staat) = (A + m)avag(t) + CF + ma + mat f(—) 
—2nvae(t)—nf(t-), t2 90, (4.4.2) 
vag(0) = uo € B, 
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其 中 f(t—) 的 左 极限 是 为 了 证 明 解 vg(t) 对 上 > 0 都 满足 方程 (4.4.2) 所 必须 的 . 
注意 到 Yosida 近似 算 子 是 Lipschitz BU, 因此 , 方程 (4.4.2) 存在 唯一 的 连续 解 . 下 
面 证 明 在 H 中 极限 


dng [es] = (0, +>0 
存在 , 并 且 v(t) 满足 确定 性 方程 
T vagt) = (A + n)svaalt) + (F "a (UP + na + f(t) 
—2mvag(t) ^ nf(t-), t>9, (4.4.3) 
vog(0) = uo € B, (4.4.4) 
我 们 只 先 证 7 = 0 的 情况 . R valt), t > 0 是 下 面积 分 方程 


Valt) = S(t)uo + Í S(t — s)Fo (vo (s) + f(s—))ds. (4.4.5) 


注意 到 Yosida 近似 算 子 Fa 在 H A B 中 都 是 Lipschitz 连续 的 , f(L—) Æ H RI B 
中 是 Cadlag 的 , 因此 , 方程 (4.4.5) 存在 唯一 的 连续 解 . | 

下 面 证 明 存在 常数 c > 0 使 得 对 所 有 的 a > 0 及 te (0,7), BA |valt)\a « c 
注意 到 当 a > 0,8 > 0 时， 


Valt) — vag(t) 


— S(t)uo — Sa(t)uo + [ise — 8) — Sa(t — s)|Fa(va(s) + f(s—))ds 


+ " Se[Fa(va(s) + f(s—)) — Fa(vaa(s) + f(s—))]ds. 
对 所 有 的 +> 0 RIER £C E B, 存在 M,w 和 Co 满足 
lISellrca,s) < Me”, 
\Fa(€) - Fa(Q)la < Calé — Cla, 
则 有 
Ivo (£) — vag 的 | (4.4.6) 
< |S(t)uo ~ Sg(t)uola + MCa f e 079 iva(s) — veg(s)|pds 


+ Í  Sa(t — 8) — S(t — s))Fa (vas) + f(s-))lnds. (44.7) 
0 


由 Hille-Yosida 定理 可 知 , 在 任何 有 界 区 间 上 , 当 9 一 0 时 , Se(t)uo KF t 是 一 至 
地 收敛 到 S(t)uo, 并 且 在 B. 的 紧 子 集 上 Se(t)uo 关于 wo 是 一 致 地 收敛 到 S(t)uo. 


因此 , & 8 — 0, 由 Gronwall 不 等 式 可 得 
lim sup |va(t) — vag(t)|pg =0, YT «oo. (4.4.8) 
B—0t«T 
注意 到 vag 是 方程 (4.4.2) 的 解 , 由 命题 4.4.1 可 知 
Soustble=min{flznaos(D):are8loualbls] 
= min { (z*, Agvag(t) + Fa(vaa(t) + f(t—-))) : 2* € Olvas(t)]n- 
由 于 算 子 As 和 Fa 都 是 m- 耗 散 的 , 因此 , 由 m- 耗 散 算 子 的 定义 , Ag 的 线性 性 和 
命题 4.4.2 的 (2) 可 得 
T wagle < IF (Fo < F(a 
因此 


lvwele < luoln + f \F(f(t—)lads, £20. (4.4.9) 
再 利用 (4.4.8) 可 知 , 当 a > 0 时， 
T 
lva(t)le < luola + n iF(t-)lsds, te (0,7). 


类 似 地 , 4 te [0, T], 由 命题 4.4.2 和 命题 4.4.3 可 得 
1E wast) — vyol 
于 
= (Stato) - malt) sont) ~ vost), 
= ((Agvag(t) — Apr a(t)) + (Fa(vaa(t) + f(t—)) 
— Fy(vog(t) + f(t—))), Yaa (t) — vas(£)) # 
< (Fa(vap(t) + f(t—-)) — Fy(vya(t) + f(t-)), van (t) — vya(t)) H- 
<(a+7){|Fa(vea(t) + FE + [Fy Goo) + FEA] 
<(a+7)[|F(vaa(t) + (£l + [Pa lt) + F0] 
再 由 假设 (H2) 和 不 等 式 (4.4.9) 可 知 , 存在 常数 C 使 得 


LE wagle) - meld <Cla+7), YEE DT) 
因此 


|vag(£) — wed < 2C(a +7)T, +t € [0,7]. 
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再 由 (4.4.8) 可 知 , > 8 — 0, WA 
Walt) — v(t € 2C(at+y)T, a>0,7>0, te [0,7]. 
TĒ, 4a 一 0 时 ,在 所 中 wa 在 [0,TI 上 关于 一 致 收敛 到 v(t). 
最 后 证 明 w(t) 是 方程 (4.4.3) 的 Mild f. 
注意 到 空间 K 的 自 反 性 和 不 等 式 |lva 人 的 Js € Calluoll,t € [0,T],a > 0 可 知 ， 


B 中 的 弱 收 敛 序列 (vo (0) SUCRE) B 中 的 元 素 v(t) e B. 注意 到 {van(t)} 在 
H 中 是 强 收 敛 的 , 并 且 


lella € Czlluolla, t € [0.1]. 
4 he H, WE 


(valt), h) y = (S(t)uo, h) y «f (F (Js (v (s) + f(s—))), S" (t — s)h),,ds. (4.4.10) 


4 a 5 OM, Æ H E Ja (vo (5) 3- f(s—)) RE vo (s) - f(s—), 并 且 F(Ja(va(s) * 
f(s-)) 在 H ESSI F(va(s) + f(s 一 )). 
因此 , 令 方程 (4.4.10) 中 的 a 一 0 得 到 


(u(t), b) y = (S(t)uo, h) y + n (S(t— s)F(v(s) + f(s—)), h)yds. (4.4.11) 


E h ECEEREPEBT AT G2 v(t) 是 方程 (4.4.3) BY Mild f. 
因此 , 对 任意 的 uo, vo € B, 存在 常数 c, 使 得 


sup Tu(t, uo)| 一 u(t, vo)| Az < cluo — volg, 
te[o,T] 


这 表明 (4.4.3) 的 Mild 解 是 唯一 的 , 定理 证 毕 . 口 


§4.5 Lévy 过 程 驱动 的 随机 Burgers 方程 的 动力 学 


这 一 节 主 要 研究 从 属 子 Lévy 过 程 及 Oenstein-Uhlenbeck 变换 的 时 空 正 则 性 ， 
以 及 Lévy 过 程 驱动 的 随机 Burgers 方程 生成 的 随机 动力 系统 . 该 节 内 容 取 自 于 文 
RK [4]. 

由 文献 [10| 可 知 , Lévy 过 程 Y(t) 可 分 解 成 小 跳 部 分 Yi (f) 和 大 跳 部 分 Y2(t) 
两 个 部 分 , BU : 
| Y(t) = F(t)+Y(t), t20, 


EH, v 为 Lévy 过 程 Y 的 强度 测度 , Yi 是 强度 测度 为 (D) =) Bu(0; 1)), Y2 
为 强度 测度 为 v =v v 的 Lévy 过 程 , 则 Y; 可 以 看 成 是 强度 测度 为 z 的 补偿 
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Poisson 过 程 . 因此 , Y; 和 Yo 均 可 以 用 Poisson 随机 测度 7 来 定义 , 其 中 
r([0,1] xT)= V^1r(AY(S), reu, AY(s-Y(s-Y(s) 820. 
sst 
注意 到 r 是 一 个 时 齐 的 Poisson 随机 测度 , 则 YY 可 以 表示 为 
一 2 = n nz ds) t20. 


因此 ， 


Yi(t) = $` lay(syj<1 AY (s) = Lh n (dy, ds), (4.5.1) 


EE 


= lar()>1AY(s) -f / > un (dy, ds). (4.5.2) 
u|21 


sxt 


SOOLA TLT < 一 00 fé Yo RDZ, 对 每 个 k, AYalTk) = AY (Tk) = 
Y (Tk) 一 Y(r.-). 

BEF Va) t e [0,7] 是 取 值 于 从 U 到 E 的 所 有 线性 有 界 算 子 组 成 空间 上 强 
可 测 函 数 , Y 是 U 值 的 Lévy 过 程 , 则 当 t 2 0 时 , 可 定义 随机 积分 如 下 


[ W(s)dYo(s) = 5 P(Th)AY2 (Tk). 
由 此 , 随机 积分 可 分 成 
s s)d W(s)dYo(s 4.5.3) 
f v(s)dY(s) = [ V(s)dY; (s EET (s). ( 
对 于 在 Banach 空间 中 的 非 线性 发 展 方程 


{aw = (Au(t) + F(u(t)))dt + dY(), #20, (4.5.4) 
u(0) = uo, 
Langevin 方程 
dX(t) = AX(t)dt + dY(t), t2 90, (4.5.5) 
X(0) =0 


(RR Ya. 易 知 , Ya 有 局 部 无 界 的 轨道 , 在 适当 的 条 件 下 , Ya 的 轨 线 在 L?((0, TJ; E) 
中 , 则 有 


i t 
x= f SE- 9o)» [ Se 3X9 = x x80. 
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由 上 述 讨论 可 知 


t 
Xa(t) = f e 7 9^gy,(s) = »» e79^AY(G,) £20. 
0 


Tk St 


定理 4.5.1482 81 jo p c(1,2, Z 是 类 Sub(p) 中 的 从 属 子 过 程 , ERT 
分 的 p- Banach 空间 , 则 对 某 个 C > 0, 


T T 
E f |X (t) dt < CT n le"^[ ru gy dr; 


T T 
"m n Ile" 区 (wpydr < oo 时， 也 有 e f |Xi(t)5dt < coco， 特别 地 ， 如 果 对 某 个 


1 
C > 0 AA GE (0,2), lel < Cr > 0, MAR 及 所 有 的 了 > 0, 


都 有 T 
E f Ax. (fat < CT ®, 
0 


证 明 ”应 用 随机 Fubini 定理 直接 计算 得 到 
T T i A 
E n IXi(t)|5dt « C n n je^79^[P y, gy dsdt 
T pt T pT 
=c | | emarat f n e" ^ E mdrdt 


T 
=CT f le" 到 tx 本 dm 
从 而 该 定理 得 证 . 口 
设 ZA 是 从 属 子 Lévy 过 程 相应 的 Ornstein-Uhlenbeck 方程 
dX(t) = AX(t)dt+dY(t), t20. 
| X(0) = zo 


(4.5.6) 


的 解 , 则 有 
引 理 4.5.1486 $1. Ao pc (1,2), Z 是 属于 Sub(p) i sA TIE, E 是 一 
个 可 分 型 的 p-Banach 空间 , 则 以 概率 1, 对 所 有 的 人 > 0, 都 有 


T 
n IZA(OIdt < oo. 
证 明 RRS RUE X(t), 注意 到 


t 
X(t) = n et-94dy,(s) = Yo el A4AY (mk), t20, 


Tk Ki 
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Kr ocn «ne 是 Y(t) 的 跳 时 刻 , H. AYo(7,) = Y (Tk) — Y (7&—). 注意 到 X2 
是 U-Càdlàg 但 是 E- 值 随机 过 程 , Xo 具有 几乎 必然 无 界 样本 轨道 . 
对 任意 的 和 we Q, 


X2(t) = S(t- Tk)[XX2(7hk 一 ) + AY3(7x)l, tc [Tk, Tk 41). 


注意 到 当 te (0,71) 时 , X2(t) = 0, WA n X(t) Pdt — 0 < oo. MR k > 1, WA 
0 
n H Xa(t)IBdt < C f PAR y mdri Xo(ne—) + AYa(r)lf- 


由 再 生 核 空间 的 性 质 可 知 , C na "eA udr Xal) + AYa Qr) 几乎 必然 


有 限 , 因此 该 引 理 得 证 . 口 
引 理 4.5.24] 8 8.44 fo RMB FT Lévy 噪声 满足 上 面 的 假设 , 则 以 概率 1, 对 
所 有 的 工 > 0, z 
f [Za(t)[tadt < oo. 
下 面 考 虑 Lévy 过 程 驱动 的 随机 Burgers 方程 
P" + [Au + B(u)]dt = fdt+ dY(, ¢ 20, 


(4.5.7) 
u(0) = uo(z). 


其 中 B(w) = uus = CONT € H = 17(0,1),V = H$? (0,1), f € H ??(06,1, Y 
是 从 属 子 Lévy 过 程 , 其 中 8 € Sub(p) p € (1,2), W 是 H*?(0,1) HM Wiener 过 
f&, 0 e (0, 1). 

定义 4.5.1 $k H-48 (Feojizo 适应 的 H~*4(0,1) 4& Càdlàg 过 程 w(t),t 2 0 
是 方程 (4.5.7) 的 解 , 如 果 


sup le(£)]2; + +f AOA jdt <oo, T>0,as., 
o<t< 


并 且 对 任意 的 由 EH22(0,1) 及 上 > 0, 下 面 等 式 几乎 必然 成 立 
t t t 
UO- t- [ (als), dv as—5 | [ ee) uae | (vta s Y). 


定理 4.5.2 四 定理 86 ”对 任意 的 uo c H, 随机 Burgers HAE (4.5.7) 存在 唯一 
85 f. ult) t 2 0, 并 且 该 解 映射 生成 一 个 随机 动力 A 5. 
证 明 ”该 定理 的 证 明 类 似 于 文献 [3], 在 此 略 . 口 
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定理 45.340988 97 ”如果 z L4((0,T];£4(0,1)), g € L2(0, T]; V^), vo € H, 
则 在 在 唯一 的 v e 1?7(0, T) 使 得 


dt 


d 
| d + Av + Biv,z)+ Blz,v) 4+ Biv, v) =g, t20, 
v(0) = vo, 


而 且 
T 4 T 
Kr ae? fo WM, L? = [vo]? «2f lg (s), ds, 
0 
T T 
M? — [vg ? + 9KL n |2(t)[Zadt + n lg (t) dt, 
0 0 
2 pia 
N= [9| r2qo,T];v^ + 2K LM |2\74((0,7);04(0,1)) + wg EP, 
则 有 . 
T 
sup |v(t)2 < K?L?, f IVv(t)?at < M?, 
tep, T 0 
T T 
n |v’ (£)|2,dt < N?, J lolt), dt < 2T? K’ L? M. 
0 0 


进一步 地 , 映射 L0, T]; V) x H 2 (g,vo) > v € H? (0, T) 是 解析 的 , 其 中 是 方 
程 (4.5.8) 的 唯一 解 . 


$4.6 Lévy 时 空白 噪声 驱动 的 分 数 阶 偏 微分 方程 


这 一 节 研 究 由 Lévy 时 空白 噪声 驱动 的 分 数 阶 偏 微分 方程 , 利用 格林 函数 表示 
分 数 阶 抛 物 方程 的 适度 解 , 再 利用 Banach 空间 中 的 不 动 点 定理 来 证 明 解 的 存在 性 . 
该 节 内 容 主 要 取 自 文献 [9]. 

在 研究 分 数 阶 随 机 偏 微 分 方程 之 前 , 先 介绍 要 讨论 的 概率 空间 及 其 有 关 性 质 . 
设 (0, F, (Foo, P) 是 滤 子 为 ( 疡 )t>o 的 概率 空间 , (E, E, wa), 11,2 是 两 个 c- 有 限 
的 测度 空间 . 称 N : (Ey, E, pa) X (E2, E2, u2) ^ NU {O}U {oo} 是 定义 在 (E1, €1, 111) 
上 的 Poisson 噪声 , WEIHER A € £1, Be £j K n € NU {O}U (oo), MA 


ein (A)H2(B) |u; (A) pto(B)I” 
nl l 


P(N(A,B)=n)= 


特别 地 , 如 果 (E, E, m) = ({0, 00) x R, B((0, 00) x R), dt x dz), Jj LAME BEER 
测度 为 
M(B, A,t) = N([0,t] x A, B) — p (l0, t] x A)u2 (B). 
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如 果 任 意 的 (t, A, B) € [0, 00) x B(R) x E, 1n([0,t] x 4)j2(B) < co， 特 别 地 , 令 
6:6, x Eo x 1 RF (Feo 可 料 的 函数 , 且 对 任意 的 t+>0 及 任意 的 (A, B) € 
£1 x Eo, 都 满足 el f SI, és cs P ua). « oo. 

下 面 定义 平方 可 积 (P, (Fejez0) BUS BEDI 


r= [ff Sozanda) 


对 某 个 Uo € £2 使 得 uo(E2/U0) < oo, 及 f z?ua(dz) < oo, 引入 纯 跳 Lévy 时 空白 
Uo 
噪声 的 结构 为 


-L(z,t) = W(t, z) + f h(t, z,y) ` M (dy, x,t) + f halt, £, y) ` N (dy, x,t), 
Uo E2/Up 


其 中 hy, ha : (0,00) x Dx Ey > R 是 可 测 函数 , W(t, 2) 是 定义 在 (0, T] xR LN 
斯 时 空白 噪声 , .M 和 -N 是 Radon-Nikodym 导数 ， 即 对 任意 的 (t,x, y) € [0, 00) x 
R x Ea, 
M (dy, dz, dt) N(dt x dz,dy) 

dt x dz NymÜ-awyay c 
考虑 Lévy 时 空白 噪声 L(x, t) 驱动 的 分 数 阶 偏 微分 方程 


| Qu(52) — A vu(t,a) + flt,2,u(t,2)) + olt, suilt 2), 


-M (dy, 2,1) = 


8t (4.6.1) 
u(0, x) = uo(z), 


其 中 Lt) 是 定义 在 (0,7, P) 由 布朗 单 和 Poisson 时 空白 噪声 构造 的 Lévy 过 程 ， 
AX(0 < 入 < 2) 是 入 阶 分 数 微分 算 子 , 定义 为 


(AV) = —|n|?AG(n), we D(A) n ER. 
令 格 林 核 G、(t,z) 是 下 面 线性 方程 Cauchy 问题 的 基本 解 


{ Sant x) = AGa (t, z), (t,x) € [0, oo) x R, 
Ga (0, £) = éo(z). l 


由 Fourier 变换 可 知 


Gy(t,2) = Fe )(z) = J esrée—tlél ge, 
R 


则 对 任意 的 (kt, zy € [0, T] x R, 随机 分 数 阶 偏 微分 方程 (4.6.1) 的 适度 解 可 表示 为 


84.6 Lévy 时 空白 噪声 驱动 的 分 数 阶 偏 微分 方程 - 165. 


u(t,2)— 人 G(t, x — y)uo(y)dy + n 人 Galt — 5,0 — y) f(s, y, (s, y))dyds 
«f [oe —S$,T — y)e(s, y, u(s, y))W (dy, ds) 
+f f ot 一 5,TC— y)a(s, Y, u(s, y)vts, y)dyds 


t+ 
«f f Gy(t — s, x — yjo(s, y, u(s, y))h(s, y, z) M (dz, dy, ds), 
0 JRJE, 


其 中 w(t, y) -f n ha(t, Vy, z)uo(dz), h(t, Y, z) = hi(t, y, z)lu, (z) +ha(t, Y, z)LE2/Uo (2). 


下 面 先 给 出 关于 格林 核 的 性 质 , 这 在 下 面 定理 的 证 明 中 非常 有 用 . 
引 理 4.6.1193 引 理 21 48 X e (0,2], MAHAHABA Gy(t,c) 是 Lévy RARE, 
并 满足 
(1) 对 任意 的 (£2) € (0,00) x R, Ga(t,z) > o f G»(f,x)da = 1. 
R 

(2) 对 任意 的 (t, x) € (0, oo) x R, Gy (t,x) = A Gs). 
(3) & m e NU{0}, MAA Cm > 0 使 得 对 任意 的 (t,x) € (0,00) x R, 

1+m Cm 
(4) 对 任意 的 8, t € (0,00), Galt, ) * Gals) = GA (t ss). 
(5) [ [exis < ooel/2«a«l-A 


先 给 出 一 个 重要 的 广义 B-D-G 不 等 式 : 

命题 4.6.1019 21.— Ag: (0,00) xR x Ez x 9> R È (Felz THH, 并 
且 满 足 l 

elf lis as Ppa( dnds coo, Vt» 0,(A B) € & x &. 
定义 随机 过 程 
t+ 
X, = ,y,z)M (dz, dy, d 420). 
{ i [ | s s 2M (dz, du, de) 

则 对 于 任意 的 人 >0 及 p>1, 存 在 常数 Cor >0 使 得 下 面 不 等 式 成 立 


,sup, BIXA] < Cr p i [| Eey PB ualdz)dyds| n 
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定理 46192831 ”如 果 下 面 假设 成 立 
(1) f; o 是 一 致 Lipschitz 的 , 即 存在 常数 C > 0, 使 得 对 任意 的 (6o) < (0, 7] x R, 
A uvcm, 


(t, x,u) — f(t, xz, v)| + lot, mu) — oft, z, v)| < Clu — vf. (4.6.2) 
(2) 41«Ax2, ZATI <p a oo 


p 
2 
sup [||v(t,-)p « oo, sup J nt usta) 
O«t«T o<t<T || J Es g 


则 对 任意 由 月 xQ 一 区 的 万 可 测 的 , HA E[lluoC)Il2] < oo 643248 uo, HAF (4.6.1) 

存在 叭 一 的 Mild Multa), 并 且 当 FY 
证 明 ”定义 函数 空间 

n-h : 是 LP- A880 ROLL BEBUSERE, 且 |lullz={ Supe "Ell. lle, n>0}? } 


< oo, 


<p<oo 时 ， b I[u(t, M < oo. 


WW H 是 Banach 空间 . 
定义 算 子 
S(u)(t, 2) = J(u) (t,2) + J(u) (t, 0) + J8(u) (65 2) + Ju, 2) + TE (ts 2), 
其 中 
J9(u)(t,2) = f G(t, z — y)uoly)dy, 
R 


Aet, [es ua) dvds 

Ji u)(t 2) =f fox (t — s,x — y)o(s, y, u(s, y))W (dy, ds), 

FOG - [ [ext s -voley uls, motiva 
sowa) [ 66 s2- olsy uls vhs, y z)M (dz, dv, ds) 


直接 计算 可 得 (详细 推导 和 计算 参阅 文献 [9]) 


WIR (u)(ts-)Ilp <Clluo(-)Ilp < oo; 
Bll Fh Cu) HB < Corl + eC] < oo: 
E[]J2 (t, IIB] < Cor [1 + lu C) Hl] < oo: 
E(||J3 Cu) (^ MB] < Cp. EP. lee DUBE + Hu CDI < oo: 


BAAS Cor] sup | f, ness natn a+ IIR] < o 
由 此 , 存在 常数 ke (0,1) 使 得 
150) ~ Cllr = klle — vlla 


这 表明 算 子 S 在 空间 H 上 是 压缩 的 , 由 压缩 映像 原理 可 知 , 方程 (4.6.1) 在 H 中 
存在 唯一 的 解 . 因此 该 定理 得 证 . m 


§4.6.1 流 的 性 质 
对 任意 的 ġe L, IEA <p < oo, 1«cA«2, 定义 


V,.(ó)(x j= fa (t,x — y)uo(y)dy +f fox (t — s, x — y)f(s, y, u(s, y))duds 
4 [ ] 9x y(t — sa — y)o(s, y, uls, y))W (dy, ds) 
4 n 人 Gx(t— s, z — yyo(s y, uls, y) (s, y)dyds 


tt 
" f / f Gt 5,2 — y)o(s, y, uls, y))h(s, y, z) M (dz, dy, ds), 
8 R E> 


则 有 下 面 主 要 结论 . 

定理 4.6.2 四 定理 41 ”如 果 下 面 假 设 成 立 

(1) fo 是 一 致 的 Lipschitz 的 ， 即 存在 常数 C > 0， 使 得 对 任意 的 (tr) € 
(0, 7] x R, Ru,veR, 


|f (t,x, u) = f(t, zv) + lo (t, x, u) UU o (t, z,v)| < Clu = vl; (4.6.3) 


2( 和 十 1 
(2 HL<AK 2, Ot) <p< oo 


sup (lets aris < 00, sup 
Oxt«T 0 


<t<T 


f Ih(t, -, 2)Pu2(dz) 
E> 


$ 

« oo, 
Ei 
则 Y. 是 一 个 流 . 


证 明 ”注意 到 G、(0,z) = d(x), 2 c R, BRAT Vi. 在 已 下 几乎 必然 是 恒 同 
ATI 直接 计算 可 知 
] 


tt 
"| 
t 


ĉo (x 一 y)tr, Y, u(r—, y))h(r, Y, z)M (dz, dy, dr) 
Ez 
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=f ff e nel) ya yr 
+ RJE 


-f pa Ele? raura) (r y, za 2) ar 


=0. 
下 面 验证 余 环 性 质 , 对 任意 的 e 17(0),pe (ZIE oc), 则 有 


] 792 Oy 
= [ oxt-s,2-n| [6x6 -ny Doea as 
«[e- sso ° /Ge -ny fn E ulr, oaar] ay 
«[e-5s-»|f C [669 -ry -Eole tun oW ae, a] d 
+f at-a- f ° [ 69 ny onur wn Ekar] av 
| 


sows nlf” [oe 


xo(r, £, u(r, £))h(r €, 2)M (dz, d£, ar)| dy 
再 由 广义 Fubini 定理 及 格林 核 的 性 质 可 得 
f Gy(t — s',z — ys (BV)dy 


- n Gt nz £)é(£)€ + f ' f Gxt — 7,2 — £) f(r, £, ulr, £))d£dr 
R 8 R 
+ f i f Gy(t -r,s — £o (r, €, u(r, £))W (d£, dr) 
+ n Í 人 Gt rz — Ejo (r, €, ulr, €)) Wr, €)dédr 
+f n GA(t — r,z — &)o(r, €, u(r, £))h(r, £, z) M (dz, d£, dr), 
则 对 任意 的 o c L"(Q),p € Gan 3! 都 有 


[Wart o V, y ](ó)(x) 
- n Gy(t— sz — y) [se (o) (y)dy + n n G(t nz — £)o(r, E, u(r,£))W (d£, dr) 
R si JR 
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t 
+ f fox — Tr, £ — Ejo(r, £, u(r, £))u(r, £)d£dr 


| + [ [exe —r,z — £)a(r, £y u(r, £))h(r, €, z)M (dz, d£, dr) 
=W,+(d)(z). 


BB © 满足 余 环 性 质 , 因此 该 定理 得 证 . 口 


$4.7 一 般 Lévy 噪声 驱动 的 随机 偏 微 分 方程 的 随机 吸引 子 


本 节 给 出 一 般 噪声 驱动 的 随机 偏 微分 方程 的 随机 吸引 子 的 理论 框架 , 并 应 用 到 
Lévy 驱动 的 随机 偏 微分 方程 . 该 内 容 主要 取 自 文献 [11]. 
考虑 一 般 噪声 驱动 随机 偏 微 分 方程 
{ dX, = A(X,)dr+dN,, re [s.t], 
(4.7.1) 
X,-—crcH. 
假设 算 子 4 满足 下 面 标准 的 单调 性 和 强制 性 条 件 : 对 任意 的 v, vv € V, ff 
在 常数 a > 1 和 65 > 0, K,O CR 使 得 下 面条 件 成 芯 
(H1) ( 半 连 续 性 ) BUR sv. (Alu + svo, v))v 在 R 上 是 连续 的 ; 
(H2) (单调 性 ) 2v- (Alv) — Alva), 01 — v2)v < Cllvi — valla 
(H3) (强制 性 ) 2y-(A(v), vv + dllull? < C + K lolz: 
(H4) (增长 条 件 ) |l4(ojlv < CC. + Hell ^) 
(H5) 假设 存在 H 的 子 空间 S ERA V COS 是 连续 的 , HON SCH ERW. 
S T, H bIEEBfERCT ERG 


(z,y)a = (2, Try) H, z,y € H, n zl, 


定义 H 上 的 新 内 积 , 如 果 对 任意 的 x € 5, 诱导 范 数 || - (ln pr 是 等 价 的 , B. 
当 — oo 时 , |lells 一 |lalls. 进一步 地 , 假设 T : V Vin 2 1 是 连续 的 , 且 存 在 
常数 C > 0 使 得 


2y- (A(v), Trv)v <C(llulla +1), v € V, 


-i 
sup 人 IT. Ng dt < C. 
n€N JO 


下 面 对 概 率 空 间作 一 些 基 本 假设 : 
R (Q, F, P, (9:)ter) 是 度量 动力 系统 , 即 (6,0) 一 9:(w) 是 B(R) e F/F 可 测 
的 , 对 于 任意 的 s, t €R, fo = Id, O45 = 0r 0 br, 并 且 b 是 已 保 测 的 , JE HL 


OE Lev AERIS NRO 


(S1) (严格 平稳 增 量 ) 对 任意 的 t,s € R,w & 0, 
| Ni(w) — Ns(w) = Ni s(050) — No(Os)w. 
(S2) (EWH) 对 任意 的 we 0, 都 有 IN. (v) € LEUR, VNT (R, H). 


Loc oc 

(S3) (联合 可 测 性 ) N :RxQ 一 V 是 B(R) e £/B(V) 可 测 的 

(S4) (次 指数 增长 ) 对 P as. w EQ, |t] — oo, Ni(w) 是 下 指数 增长 的 , 即 对 每 
个 入 > 0, 都 有 INe(e)llv = olei). 

定理 4.7. 阳 定理 1.10 po Reg =2, 瓜 =0 或 wa>2 时 ,假设 条 件 (H1) (H5) 
成 立 , 并 且 条 件 (S1)~(S4) 也 满足 , 则 由 随机 偏 微分 方程 (4.7.1) 生成 的 随机 动力 系 
统 p 存在 随机 吸引 子 . 

如 果 用 更 强 的 假设 (82): 


(UX) 存在 常数 8 > 2 及 入 > 0 使 得 对 任意 的 vi, vo € V, 都 有 
Qy+(A(v1) — A(v2), v1 — vo)v < —Al]ei — v — 2f. 


取代 (H2), 则 得 到 的 随机 吸引 子 具有 简单 的 结构 : 

定理 4.7.20 112 ”假设 (H1), (H2’), (H3), (H4) 和 (S1)~(S3) 成 立 . 如 
X 6 二 2, 就 进一步 假设 (S4) 也 成 立 , 则 由 随机 偏 微分 方程 (4.7.1) 生成 的 随机 动力 
ARO 存在 紧 的 随机 吸引 子 AW), FLAW) 只 包含 单 点 集 

Alw) = {no(w)}- 

特别 地 ， 存 在 唯一 的 随机 不 动 点 plo) 和 唯一 的 不 变 的 随机 测度 人 6 Pol), Pr 
Hw = Snol)» P-a.s., 而 且 

(1) 当 p > 2 时 , ASA AE ME, 并 且 


- 


11S (ty 8, ue — nolb); < ET _ v(t b. ve € H. 


(2) 当 B —2 时 , MRR, HAMAD n € (0,3), 存在 随机 变量 Kn 使 


得 
S(t, s,w)z — nolb) ir < 2(Kn(w) + llzl259e0775e7*, yz e H. 


下 面 利用 定理 4.7.1 和 定理 4.7.2 来 研究 Lévy 过 程 驱动 的 随机 反映 扩散 方程 
dX, = (AX, — XAP? X: TITX)dtTdN ze AC RT (4.7.2) 
的 随机 吸引 子 , 其 中 1 < p < 2,7 ET T, Ni 是 V- 值 具有 平稳 增 量 的 几乎 必 
然 Càdlàg 过 程 , V = Wj?(A) C L(A) € (Wo (A))*. 
为 了 研究 随机 反应 扩散 方程 (4.7.2) 的 紧 随 机 吸引 子 的 存在 性 ， 需要 验证 条 件 
(H1)~(H5) 和 (S1)~(S4) 成 立 , 为 此 , 需要 下 面 的 儿 个 引 理 : 


84.7 一般 Lévy 噪声 驱动 的 随机 偏 微分 方程 的 随机 吸引 子 -171- 


引 理 4.7.1012128 33. 设 (Ni)ter 是 V- 值 具有 平稳 增 量 且 几乎 必然 Càdlàg 
轨道 , 则 存在 一 个 度量 动力 系统 (Q, F, P, 0) 及 (Q,Z,P,0,) 上 的 版 本 N 使 得 IN, 
满足 (S1)~(S3). 

引 理 4.7.211151 8 3.2 ik V 是 可 分 的 Banach 空间 , Ni 是 V- 469 Lévy 过 


$2, 且 Lévy 特征 为 (m, R,v). 假设 f Mal V ||a||2-)dv(z) < oo, 则 P-a.s. Ne 一 


t 
t 
XENi(t — coo). | | 
8|38 4.7.3015 3.3 iy (Nijer AED 7) RA (OQ, F, P,0,) 取 值 于 Banach 
空间 V 的 随机 过 程 , 且 满 足 (SI). 假设 存在 常数 了 > 1,2 0 fe C ER KB 


E|N,— Nslly < Clt —s||**, Vvt,s €R, 


则 存在 0, 不 变 集 Qo CO, P(Q0) = 1, 对 任意 的 E> 0,06 Q9, 0c 6 c 2 BEA 
[so, to] ie R, 存在 常数 Ci = Ci (e, w, 8), C2 = Co(w, B, so, to) 使 得 


(Melly < ele? +O -1,Vte R,— (IN-Co)|leo(soscoi;v) € C2. 


特别 地 , Ni 满足 (S4). 

引 理 4.7.4[11] 推 沦 3.3 ik (Nijer 是 V- 值 的 具有 平稳 增 量 的 随机 过 程 , LA 
几乎 必然 的 Cadlag 样本 轨道 , 如 果 EJN: — Noll? < Clt — s| 1*9, vts ER 或 者 引 
理 4.7.2 中 的 假设 条 件 成 立 , 则 存在 一 个 度量 动力 系统 (Q, F, PH) 及 (OF, P, 4) 
上 的 版 本 N 使 得 Ne 满足 条 件 (S1)~(S4). 

定理 4.7.3 ”由 VV- 值 具有 平稳 增 量 的 具有 几乎 必然 Cadlag 样本 轨道 的 Lévy 
过 程 Vi 了 驱动 的 随机 反应 扩散 方程 (4.7.2) 解 生成 的 随机 动力 系统 存在 紧 的 随机 吸 
引子 . 

证 明 O) 由 引 理 4.7.1 可 知 ,关于 噪声 的 条 件 (S1)-(S3) 成 立 ， 容 易 验 证 
(H1)~(H4) 也 成 立 . 当 < 0 时 , 容易 验证 此 时 8 = 2, H (H2^) 也 成 立 , 因此 定理 
4.7.2 的 条 件 都 成 立 . 由 定理 4.7.2 可 知 , 随机 反应 扩散 方程 (4.7.2) 的 解 生 成 的 随机 
动力 系统 存在 紧 的 随机 吸引 子 . . 

(2) 由 定理 4.7.1 可 知 , 只 需 验 证 (H5) 成 立 . S = Wo (A), A 是 在 LA) 中 


-1 
满足 Dirichlet 边 值 条 件 的 拉 普 拉 斯 算 子 . BLT = -A(1 2). Odes 


为 半 群 ,8 为 A 相应 的 Dirichlet 形式 . 注意 到 T, = ZU - ( - i) . 容易 证 
88 T, 在 Wo? (A) 中 是 连续 的 . TE, 


—1 —1 
A 
vy: (Au, Tau)v —v- (Av —A (1 一 3 u) =y» (Au nu 一 a(i — =) v) 
n v n v 


oo 
= -n f e (Vu, Vu—WVP: U) p2 (A) d£ 
0 "n 


oO 
< -n f e™(E(u,u) ~ E(u, Pxu))dt < 0. 
0 "n 


类 似 可 证 ， 


ve (-luP -u + nu, T,u)v < nllull; Fo (A). 


因此 假设 (H5) 中 第 一 个 不 等 式 成 立 . 注意 到 P, 在 WI? (A) 中 有 界 , E Pas. 的 ， 
N.(w) € L?([-1, 0]; W32(A)), 直接 计算 可 得 


[rnas f 


2 


dt 
v 


-1 
-A(1- 3 N, 
n 


«cf IA Nili: dt < oo. 


(1 一 a) "(ano 


2 0 
a= | 
Vv —1 


于 是 , 假设 (H5) 中 第 二 个 不 等 式 也 成 立 . 因此 , 由 定理 4.7.1 可 知 , 随机 反应 扩散 
方程 (4.7.2) 存在 随机 吸引 子 . 口 


(1 


[2] 
[3] 
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第 5 章 分数 布 朗 运动 驱动 的 随机 发 展 方程 


分 数 布朗 运动 具有 长 相依 、 自 相似 , 样本 轨道 是 a- 阶 Holder 连续 的 特性 , 其 
样本 轨道 不 是 Markov 过 程 , 当 HA 3 时 , 分数 布朗 运动 BY ETEM, ETE 
马 氏 过 程 , 使 得 由 分 数 布朗 运动 驱动 的 随机 偏 微 分 方程 的 解 的 动力 学 研究 变 得 更 加 
困难 和 不 同 . 

这 一 章 研究 加 性 和 乘 性 分 数 布朗 运动 驱动 的 随机 发 展 方程 生产 的 随机 动力 系 
统 的 随机 吸引 子 和 随机 不 稳定 流 形 , 本 章 内 容 主要 取 自 于 文献 [6], [7], [8] 和 [9]. 


85.1 ”加 性 分 数 布朗 运动 驱动 的 随机 微分 方程 


这 一 节 主 要 研究 加 性 噪声 驱动 的 有 限 维 随机 常 微分 方程 生产 的 随机 动力 系统 
的 随机 吸引 子 , 该 节 内 容 主要 取 自 文献 [9]. 
考虑 d- 维 随机 微分 方程 


dX, = OK)dt 十 Y^ gaB(?, t 2 0, (5.1.1) 
j=l 
其 中 BO) i = 1,---,m 是 Hurst BR H e (0,1) 独立 的 双边 分 数 布朗 运动 , ie 
RI, gj 4 0, f : RI 一 R4 是 连续 可 微 的 , 并 满足 单 边 Lipschitz 条 件 


(x —y, f(x) — fly)) < L|z — yl?, z,y € R^, (5.1.2) 
其 中 Lj Lipschitz 常数 , 并 且 对 某 个 p* > 1 和 常数 > 0 使 得 
IA) + 1D (2)] < K( + |æ"). (5.1.3) 


下 面 研究 方程 (5.1.1) 解 的 存在 唯一 性 . 我 们 将 方程 (5.1.1) 转化 成 逐条 轨道 意 
义 下 的 Riemann-Stieltjes 积分 方程 


t m 
X, — Xo +f f(Xr)dr +X gi BY, t>0. (5.1.4) 


定理 5.1.11 ”如 果 f 满足 条 件 (5.1.2) 和 (5.1.3), 则 方程 (5.1.4) 存在 
唯一 的 逐条 轨道 意义 下 的 解 X = (Xi)jtzo, 并 且 对 任意 的 了， 


sup |Xi| € cfm 十 5 sup ap), (5.1.5) 
t€[0,7] j= t€(0,T] 
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其 中 C 是 确定 的 , 不 依赖 于 T. | 
证 明 $ Wi = 》 BP), Z= Xi 一 Wi, 则 方程 (5.1.4) 可 写成 


j=l 
t 
Zi = Xo + f f(Z,+W,)dr, t>0. (5.1.6) 
0 


注意 到 方程 (5.1.6) 中 的 被 积 函数 是 依 轨道 连续 的 , 因此 其 左边 的 微分 是 依 轨道 可 
微 的 . 因此 , 对 于 固定 的 we 0, 方程 (5.1.6) 是 依 轨 道 随 机 系数 微分 方程 


P see) =f(4+W.), t 20, 


(5.1.7) 
zy) = Xo(w). 


由 于 f: [0,co) x R7 一 R? RF t 连续 , 关于 z 连续 可 微 , 因此 , 方程 (5.1.7) 在 
[0, 7(w)] 上 存在 唯一 的 局 部 解 , 这 表明 方程 (5.1.1) 也 在 [0, 7(w)] 上 存在 唯一 的 局 部 
解 . 


下 面 证 明 方程 (5.1.1) 的 解 是 整体 存在 的 . 我 们 先 证 明 一 个 先 验 估计 . 假设 义 = 

X, 是 方程 (5.1.1) 在 [0, T] 上 的 解 , 则 Z; = X, 一 Wi 是 方程 (5.1.7) 在 [0, T] 的 解 . 

用 OZ, 与 方程 (5.1.7) 两 边 作 内 积 , 利用 f 的 单 边 耗 散 条 件 (5.1.2) 和 Holder 不 等 式 
可 得 

diz 


di =2(Z4, f (Zi + We) — f(Wi)) 2028 fW) 


< —2L| Zal? + 21f(W)|-|Zel, te (0,7). 
两 边 除 以 |24| 整理 后 得 到 


dzd < - LZ, + sap FWN Zad; t € [0, T]. 


直接 计算 得 到 
IZ < Xole + 5 (1-777) sup |K/(W)l, t€ (0,71. 
s€(0,T] 
因此 1 
sup |Z] < |Xo| +7 Sup |f (We)). 
t€[0,T] sc[0,T] 


由 f 的 多 项 式 增长 条 件 即 可 得 到 (5.1.5), 其 中 C 仅仅 依赖 于 KL, m, p" I max (loi 
i 二 1,.… m}. 再 利用 (5.1.5) 即 可 得 到 解 是 整体 存在 . 定理 证 毕 . D 
推论 5.1.1. q EN, de X E| Xo? < oo, 则 对 于 任意 的 了 > 0， ED. |X < 
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注意 到 分 数 布朗 运动 当 [t 一 oo 时 具有 多 项 式 增 长 速度 , 即 对 每 个 o 60, 其 
中 Qo E F fF (fher 不 变 的 全 测 集 . 因此 由 文献 [3] 的 引 理 2.6 可 知 , 存在 随机 常 
数 K(w) > 0 满足 


[Bw) < K(w)(14+ |¢\?), teR. (5.1.8) 


t 
引 理 5.1.1813 理 1 对 任意 的 wuEQ, Riemann-Stieltjes 积分 tf e*d BY) (w), 
t ERR,j 一 1,… m 是 适 定 的 , MA, 对 所 有 的 w EO, B 


t 
otf aay <4 K(w)(1+|t)2, EER j=l, -m 


定理 5.1.2 M2 ”方程 (5.1.1) 的 解 生成 一 个 随 宙 动 力 系统 由 :有 + x Ox 
R4 一 R4, 


olt, w, Xo) = x+ f f(Xs (w))ds +> gB (w), (5.1.9) 


j=l 
HE, 随机 动力 系统 o 存在 随机 吸引 子 . 
WEBB ”注意 到 对 任意 的 weQ 及 j=1,… ,m, 都 有 


BO (Ow) = oO (. +t) - w(t) = BP w) - BY (w). (5.1.10) 
由 引 理 5.1.1 可 知 , o(t,w, Xo) 是 方程 (5.1.1) 的 解 , 并 且 o 是 可 测 的 , (0,0, -) — I. 
下 面 验 证 余 环 性 质 . © t0 € Rt,w EN, Xo € RY, 由 (5.1.10) 可 得 
b(t + 7,0, Xo) = Xo +f" F(Xs)ds + Y aj BÉ), (w) 
j=l 


=Xo+ [ Fast gBP o) [ ‘J(Xs)ds+ Y a; B® (Bo) 


j=l 
=X + L f(Xs+e)ds + Ya P (6,0). 
由 (5.1.11) 可 知 


(t +r, w, Xo) = Xs + L K (X, ode + 32 gBP (6,5) 
j=l 


= é(r, Aw, 3 9 (t, wW, Xo), 


即 余 环 性 质 满足 . 
考虑 分 数 布朗 运动 相应 的 Ornstein-Uhlenbeck 方程 


85.1 加 性 分 数 布朗 运动 驱动 的 随机 微分 方程 OTT 


f m 
dX, = —Xidt + V^ gjd B®, 
j=) 


其 解 为 
m t 
X, = Xoe i+ et S095 f ed BO). 
0 


j=l 
依 轨道 取 拉 回 极限 , 即 可 得 到 随机 稳 态 解 
X,—et Ys n e'dB(?, teR, (5.1.11) 
j=1 YT% 


称 之 为 分 数 Ornstein-Uhlenbeck e. 
注意 到 X, — X, 是 依 轨道 可 微 , 并 且 满足 积分 方程 


t 
X, — X, = Xo — Xo + n (f(Xs) + X,)ds, 
0 


该 方程 等 价 于 下 面 微分 方程 
SO - i) = ft) + Že 
由 单 边 耗 散 Lipschitz 条 件 (5.1.2) 可 得 
Oe X 20 — Ke, AX) ~ ARD) 306 — Xe £08) X) 
< -21|X, — X? + 2 Xs — Xd - |f OG) + Xi 
TR 
Ul eL Lp, — Rel + OG) + Kl 
m 
|X: — Xi] € |Xo — Xole ^ + e rt 了 eL*| f (X,) + X,|da. (5.1.12) 
0 
令 


| 
Rw) - 14 人 er (| F(X + 1E (Qo) ds 


则 B(Xo(w), R(w)) 是 随机 动力 系统 $ 的 一 个 随机 拉 回 吸收 集 . 
(2) 34120 时 , 直接 计算 得 到 


[IX«(8 40) 一 十 (9_iw)| (5.1.13) 


[A 
« [Xo(0 19) — Xo(0 2w)le t+ f e L(t-s)| #(X,(0_.w)) — Ž.(0-w)lds. (5.1.14) 
0 
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注意 到 (Xi ter 是 稳 态 过 程 , M X,(0_w) = 0(0。_tw) = X. (uw) 最 后 的 积分 可 写 
成 
0 

J e | f(X,w) + X,(w)lds. 
& t — oo, 则 存在 Talo) HAS t 2 Tg (w) 时 

|X:(@_w)| € [Xo(w)| + RW). 
由 文献 [1] 可 知 , 随机 动力 系统 o 存在 随机 吸引 子 4 = {4(w),w € Q}. 

注意 到 所 有 的 解 相 互 是 依 轨道 收敛 ， 因 此 , 随机 吸引 子 实 际 上 是 单 点 集 AW), 


即 随 机 吸引 子 由 稳 态 随机 过 程 X,(w) = Xo(Ow), 依 轨道 前 向 和 拉 回 方向 吸引 其 他 
所 有 解 . 5 


85.2” 乘 性 分 数 布朗 运动 驱动 的 随机 微分 方程 的 随机 吸引 子 


这 一 节 研 究 乘 性 分 数 布朗 运动 驱动 的 随机 微分 方程 
du = [Au + F(u)|dt + G(u)dw, 
i u(0) = uo € R” 
的 随机 吸引 子 的 存在 性 及 其 正则 性 . 本 节 内 容 取 自 文献 [6]. 需要 指出 的 是 , 文献 [6] 
研究 方程 (5.2.1) 在 有 限 维 的 情形 . 正如 其 所 指出 的 , 对 于 无 穷 维 情形 , 必须 克服 一 
些 本 质 困 难 , 文献 [8] 做 出 了 很 好 的 研究 , 见 下 节 内 容 . 同时 , 这 节 只 研究 了 H > 


的 情形 , MAO<H< ; 时 , 不 能 用 广义 的 Stieltjes 积分 来 定义 所 需 的 随机 积分 ， 


这 是 一 个 具有 挑战 性 的 问题 值得 去 研究 . 
为 便于 叙述 , 先 给 出 基本 假设 : 假设 矩阵 A 的 特征 值 的 实 部 小 于 或 等 于 —a < 0, 
FARR S(t) = e^t 满足 


IS(t)z|| < llzlle”’, £2 0,z € R". (5.2.2) 


(5.2.1) 


非 线性 项 F: R” 一 R” Æ Lipschitz 函数 , A ||F(u)]|| < Ke. G: R” > C(R",R") 
是 了 ”上 的 有 界 连续 可 微 函数 , 即 
lG lle re) € Ke, ||DG(u)||caR») € Ke, 


H DG Æ Lipschitz 连续 的 . 
定义 一 个 函数 空间 


Wo™™(0, T; R”) 


={/: [0, T] —^ R^ 是 可 测 函数 ， 县 /em 一， sup > (uri o MO Pella E o}, 
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也 给 We (0,7; R^) 赋予 等 价 的 范 数 
Mle = Sup ec" (uri [4 Iro- HOP ds), 


g)ite 


EH ol. 
定理 5.2.1Ig 定 理 52 — Jo S, F.G 满足 上 述 假设 , 则 在 任意 区 间 [0,T] 上 , + 
程 (5.2.1) 在 空间 W' o9 (0, T; R”) 存在 唯一 的 解 , HAR (1 一 o)-Hólder 连续 的 . 
HERA 定义 算 子 M : We (0, T; R”) 一 》 Wo-(0,7;R”) 为 
t s 
Mr(u)(t) = S(t)uo + f S(t — s)F(u(s))ds + n S(t —s)G(u(s))dw, te (0, T]. 
0 0 
由 文献 [11] 可 知 , 映射 Mr 有 定义 , 并 且 对 任意 的 ve Wo (0, T; R^) 满足 
Mr) Olle € ||S(-)uolle + CC). + llulle), (5.2.3) 
其 中 C(e) 是 随机 变量 , 且 lm Clo) = 
由 有 限 维 算 子 半 群 et 的 性 质 可 得 


\|S(t — s) — II] < [All (s) ell ANC“). (5.2.4) 
于 是 
S(t u Allet- ACE S 
[ C 2 oll a. «f l| Alle a (s)uoll . (5.2.5) 
RM * |luo|]. (5.2.6) 


因此 , 对 某 个 7 > 0, 4 60 2 188, [[S()uollo <r. FH, 由 (5.2.4) 可 得 
ISW C)lle < r+ Clo) + ullo). 


S oo 2 1 使 得 C(oo)(1 + 2r) < r, BH 5S(-) 将 球 Boo(0,2r) = {u € W%(0,T;R”) : 
llulls, < 2r) 映 到 自身 . 
由 文献 [11] 的 定理 3.2 可 知 , 当 o > oo 时 , 对 每 个 u,v € Boo(0, 27), 


\|S(u) — S(v)lls < C(a)(1 + 289) (Lu — ville); 


其 中 
lim C(c) 20, Ro= sup |[ulla,co- 


9-00 u€ Beg (0,2r) 
因此 , 选取 适当 的 o > oo 使 得 C(c)(1+ 2Ro) < 1, WB S TEAN, 其 在 Wa% 
上 有 唯一 的 不 动 点 . 
类 似 于 文献 [12] 的 讨论 可 得 到 方程 (5.2.1) 的 解 是 Holder 连续 的 . 口 
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定理 5.2.2082 5-44 。 随机 偏 微 分 方程 (5.2.1) 的 解 定义 了 一 个 随机 动力 系统 
$ :Rt+ xQ xR” — R”, 其 中 


t t 
$lt,w, uo) = S(t)uo + f S(t — s)F(u(s))ds +f S(t —s)G(u(s))dw. (5.2.7) 
证 明 ”只 要 验证 余 环 性 质 即 可 . 对 任意 的 t,7 € RR+ 及 wo ER", 

b(t 十 TU， uo) 


t+r t+r 

= S(t + 7)ug + n S(t 4 7 — s)F(u(s))ds + n S+ 7 — s)G(u(s))du 
0 

= S(t) (su + n S(r— s)F(u(s))) ds + "ni S(t +r — s)G(u(s))dw(s) 


t--T ' tT 
-f S(t + T — s)F(u(s))ds + f S(t + 7 — s)G(u(s))dw(s). 
&s-r=r® 
t+r t 
J S(t +7 — s)G(u(s))dw(s) = f S(t — s)G(u(r + 7))d6,w(r). 
注意 到 当 s e [0,2], 由 (5.2.8) 可 得 
olt + T, W, uo) 
= S(t) (so + "i S(r — s)F(y(r))dr + "n St 二 7 一 yes) 
0 
= O(t, Qw, -) o d(T, c, uo). 口 


接 下 来 , 证 明 方程 (5.2.1) 拉 回 吸收 集 的 存在 性 . 
WE 0 = Tlw) < Tw) <--> 是 停 时 序列 , 定义 
Hy = {u € W™® (0, Tra (w) — Tk (w)) : 对 于 某 个 wo €R”, 
在 区 间 [0, Tu.) — Telu) 上 , u 是 方程 (5.2.1) 的 解 }， 

则 有 

引 理 5.2.1[61 引 理 61 空间 Hre 是 一 个 完备 的 度量 空间 . 

下 面 对 每 个 we 9, 在 状态 空间 (Hk(w))kez 上 引入 轨道 非 自治 动力 系统 ， 即 对 
任意 的 Ue Hj;(w), ic Z'.j € Z, 当 se [0， Tia (ÔT; (wy) 一 Ti (Or; (w))] 时 ， 定义 


$(i, j,u, -) : Hi (w) — Tw), 
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(i,j, w, U) (s) = $T, ww) + 8, Or, (wy, U(Q)), (5.2.8) 


EP o BH (5.2.7) 生成 的 随机 动力 系统 . WO 具有 下 面 的 性 质 : 

BBE 5.2.2/002 62. MAR d ABH (tk(w))kez 上 定义 了 一 个 非 自治 动力 
引 理 5.2.3[61 引 理 63 | 设 (T«(w))nez FEAF BY A, 则 存在 正常 数 Mı, M2, M3 使 

得 对 任意 的 jEZ,UI e Hj (w) Fn EN, 都 有 


ll(n. j, «e, Uc, Lo) < Me 777 O71”) lt? (0)] 


nm 
+AMi 5 e 9 (T (0709) T: OT (w) )) 


i=0 


mU e 2S (Or; (wy) Tir, (9) \|®(é, jw, Le 4 5(w)- 
i=0 
为 了 得 到 上 面 离散 形 不 等 式 的 精细 估计 , 下 面 给 出 离散 时 间 的 Gronwall 不 
等 式 . 
引 理 5.2.4(0912 64 — 4.0 — to ct; « t; <.… 是 有 限 或 无 限 的 数列 , 如 果 对 
ERK uj, vo, ki, ko, 不等式 


n-—1 n 
Un < voe" I^ + ky 5 e 2t + ko Mee TH) Wn e Zt 
这 0 i=0 


Un € (1 + kı) voe ^7 + ks Soa + ky)? te 2-12, 
i=0 


由 离散 时 间 的 Gronwall 不 等 式 可 知 
推论 5.2.1[6] 推 论 6.5 
(i) 存在 常数 C1 和 .C2 使 得 下 面 不 等 式 成 立 


ilies < CS (0)|| + C2, Vj EZ,U? € 562). 
(ii) 对 任意 的 ne Z*,j € Z e UI CH; (w), 都 有 
。 j n M: j —aTn (Ov. (ay 
8n, 5,0 Vlin < G+ Ba)" 1 pg IU" Olle OM 


+k2 Soa + k; 7e ACT (Ors 4) T Or, 2), 


i=0 
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令 Dolu) ERE = (D(i))icz 的 集合 , D(i) C Hi(w) 包含 在 以 0 AL, rl) 
为 半径 , 且 在 空间 Hilo) 中 的 球 , 使 得 


lim r(i wje” — 0, (5.2.9) 
一 一 CO 


其 中 , p 由 下 面 引 理 来 确定 , H. po = a — log(1 + ki). 
引 理 5.2.5(61 引 理 6.6 — if ey AAO 存在 Do(w) 拉 回 吸收 集 Bp(w) = 
(Bp(j,w))jez, 0 < p < po, p > a— ad, 其 中 Bp X Hj(w) 中 以 0 为 心 半径 
0 
R(jw) 22k, V^ e" Ore +k) 的 球 . 


为 证 明 随 机 吸引 子 的 存在 性 , 先 证 明 相 应 的 依 轨道 非 自治 动力 系统 更 存在 拉 

回 吸 引子 , 为 此 , 先 考虑 o 限制 在 时 间 集 (Ti(w))kpez+， 
pm, jw, uo) = (m, j,w,U)(0) = (Tm (0r, w), rw, uo), (5.2.10) 

其 中 U 是 当初 值 wo € R”, w € Q 时 , 方程 (5.2.1) 在 [0, 71(07, w))] 上 的 解 . 注意 到 
pim, jw, ug) 生成 一 个 非 自治 动力 系统 . 

S £,(w) FER” 中 包含 在 中 心 为 0, 半径 为 r( 的 球 内 的 非 空 集 (BEG))sez 构 
成 的 集 族 , 其 中 r(i) 满足 (5.2.9), HA a — ad < p< po, po = ad — log(1 + kı). 

引 理 5.2.66 5271 d (5.2.7) 确定 的 非 自治 动力 系统 存在 Ep(w)- BEEK 
吸收 集 Be(w) = (Be(i,w))iez, 其 中 

Be(i,w) = {u E€ R” : |lul| < RG,w)}. 
证 明 ”考虑 解 集 
D(i) = $l- bm) 巨人)， D, Ti {Oro 

由 推论 5.2.1 的 (i) 可 知 , (D(i))iez € Dp(w), 则 存在 拉 回 吸收 集 Bp(w). 

Bio 的 定义 及 Ho) 的 定义 可 知 , 当 m > mlj, E) = ml, D) 时 ， 


sup — [[V(m, m+ juo) sup p Im. j ~m,w,U)(0)|| 
uo€ E(—m4j) o€D(-m 
< sup "Mer, j — m,w, Ue) 
uo€D(-m-j) 
«€ R(j w), 
则 当 m > molj, D) 时 , Be (j,w) RET uo € E(-m + j). m 


定理 5.2.360028 72 h (5.2.7) 确定 的 非 自治 动力 系统 存在 唯一 的 Ep(w)- 拉 
回 吸 引子 (Ag(i,w))iez, HP, FERH iez, 


Az (iw) = f| U plm, -m + i,w, Bg(—m + i,w)). 


neN mzncN 
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证 明 ”由 DPD- 拉 回 吸引 子 和 随机 吸引 子 的 存在 性 定理 即 可 得 证 , 参阅 文献 [17]. 
口 
定理 5.246022 73 h (5.2.1) 生成 的 随机 动力 系统 存在 随机 吸引 子 Alw) = 
A(0,w), 其 中 A 由 定理 (5.2.3) HH. 
证 明 — (0) 对 任意 的 teR+ Kwen, 3E X. s — s(tw) € Z* JJ s= max(s' € 
Z+ :Ty(w) «tj, WA t- Tlw) < -T_1(Ow). 由 文献 [6] 的 引 理 3.4 的 (ii) 可知 ， 
0«t—T,(w) < —T_1(0.w). 再 利用 推论 5.2.1 的 (ii) TA, 34 m e Z- Hj, 
—To(84w) =0 <t- T; (w) < —T. (810) <t- Ts i(w) 
< —T_2(0,w) g++ «t— Tau) 
« Tu s(0) € t — Tmlw) < —Tm—s—s(Oiw) €. 
再 引入 £(m,w,t), ÆA E,(w) 到 £, (640) 之 间 的 映射 . 事实 上 , 34 mc se Z- 时， 
te [0, —Tm-s-1 (brw) + Tm-s(hw)] 使 得 | 
t=t(m,w,t) =t + Th s(0w) — Tao) 
=t— Ts m (OF, s (01w) tw) + T_m(@r,, (ww). (5.2.11) 
类 似 地 可 得 
0— To(0sw) « Ts41(w) -t< Tı (0w) < Ts42(w) -t< To (Ow) «ex Tm—s—1(0:w) 
<Tm(w) —t Ta s(0iw) <, 
FE, sm e Zt 时 , 等 式 (5.2.11) 也 成 立 . 


(2) 由 Be(w) 是 E(w) PLEA SBA BE (Ow) € Ep(04w), 其 中 , 对 
AER i € Z, 


Bh(i, Qw) = 9(£(i + 5,0, t), 0r, yw, Beli + 8,w)). (5.2.12) 
对 任意 的 E! € E,(O.w), 定义 
Eli + 8) = $(Trslw) — t — Tizi (btw), Or, ., (0,0) 92, E! (i — 1), 

则 由 推论 5.2.1 的 (1) 可 知 , EG +s) 是 E(w) 中 的 一 个 元 素 , 于 是 , 由 (6.2.11) WH, 
对 每 个 ie2， 

Ts(w) — t — Ti- (hw) € [0, Ti (8T; 0w) (6:)]. 

由 于 D 是 被 EQ) 拉 回 吸收 的 集合 , 因此 ， 
v(j*1,—-j—1- 46, E!(-j — a i)) 
= o(t(i + s,w,t), 0r, (o, ) o 9, —3 +i + 6 s) 
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o9(T cies (w) — t — Taj ica (i) Or 5, ouf. E (7j + i 1) 
C BL (i, Ow). 
把 时 间 段 按照 分 解 方式 连接 起 来 得 到 , ht 的 定义 得 到 
t+ T;(@w) — Tipalo) + Tj (Or, sww) — t+ Ttits(w) — Tj- (hw) 
= Tja (Ur... a (1w) 9). 
(3) 接 下 来 , 证 明 A 的 不 变性 . 由 于 
plt, w, A(w)) 


oft N U Vi iu, Beiu) ) 


ncNN2iízn 


ofta (1 U KE Or o) brs, Be Cis) 


n€NN2izn 


ncNN2:i2n 


=N U O((Tit+e(Or_, ,(0:w)9tw); Or_,_,(02u) hw) O(H(—i, w, t), Or uw, Be (—i,w))) 


n€NNa2izn 


=() U 9G s ~i- s, bw, BE(-i— 5,027) 


ncN No3izn 
= A(bw). 
注意 到 
(bl C A(t, w, A(w)) C olt, w, (ids w, Bg) 
= O(Ti(Or_,w)(w) + t, 8r (9), Be 71, 0))) 
= (Tiya (Orl) + E Or , ,0 i0) Beli w))) 
=i + s,—i — s, hw, B1(—i — 8, 0,w)). 
但 是 , 对 每 个 e > 0, 存在 充分 大 的 i, 使 得 上 式 右 端 都 在 Ah) 的 邻 域 中 , 因此 ， 
olt, w, A(w)) C A(Ow). 
(4) 最后, 证明 4 的 吸引 性 . $ D eg, 25 te (Ta (2), TkQ)) 时 ， 考虑 6 
(0,7. (w) — t). 由 推论 5.2.1 和 Wore 范 数 可 知 


| 的 (ao ug )llo, Tot) S C1||up || + C». (5.2.13) 


再 由 映射 上 Telo) 的 增长 条 件 可 知 , 对 每 个 p> 0 Rh e Z, 映射 
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ksup {lise ^U Day} 


s€[Tr-1(w),Te(w)) 


至 多 是 指数 增长 的 , 但 由 (5.2.13) 可 知 , 对 每 个 p > 0, 


Z>k— E(k,w) = U $T (uw) — s,05w, D(05w)) € Ep(w). 
SC[Tk Li (w), TX (w)) 
由 定理 5.2.3 WA, 集合 Ac(O,w) = Aw) 吸引 集合 E(k,w). 
类 似 地 讨论 可 以 证 明 , A < g, 并 且 对 每 个 te [Th-1(w), Th(w)), 由 引 理 5.2.6 可 
得 


supllull & C1 sup ||ul| + Co. 
te[n.— Mw), Tk(w)) «€ A u&A(&r, (ww) 
HF Alw) = Az(0, 0), 且 Ae(w) € Elw). 再 根据 当 上 一 oo 时 , r(Qw) 至 多 是 多 
项 式 增长 的 性 质 可 知 , A € 9. . 口 
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本 节 主 要 研究 乘 性 分 数 布朗 运动 驱动 的 随机 发 展 方程 
{ du(t) = [Au(t) + F(u(t))]dt + G(u(t))dB* (t), 


u(0) = uo € V, (53-1) 
通过 构造 适当 的 函数 空间 We (0, T; V), 利用 Banach 空间 压缩 映像 原理 证 明了 


该 方程 在 W2(0,T;V) Bae ( 一 2) 时 中 存在 唯一 的 Mila fif 


t t 
u(t) = S(t)uo + n S(t — s)F(u(s))ds + f S(t — s)G(u(s))dw, te [0,T]. 


本 节 内 容 主要 取 自 文献 [7] 和 [8]. 
对 于 方程 (5.3.1), 作 下 面 假设 : w 是 无 穷 维 分 数 布朗 运动 BY, 其 协 方差 算 子 


yQ, E > J < co. SEE. A 是 解析 算 子 半 群 S0) 的 无 穷 小 生成 元 , HEER 


散 的 实数 m > uam > Hn > ng > A Jim = 一 oo, 假设 A 是 双 曲 的 , 即 
0 不 是 A 的 特征 值 . V+ 是 由 A 的 正 特征 信 对 成 竺 征 函 数 张 成 的 空间 ， V- 是 由 A 
的 负 特 征 值 对 应 特征 函数 张 成 的 空间 , 则 V =V+@V-. Wart AV BVT VO 的 
投影 算 子 . 记 sty S(t) 在 V+ 上 的 限制 , 5- 为 sq 在 V- 上 的 限制 , H. 


ISHO < Cse! (€< 0), ISTI] < Coe (t> 0), 
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其 中 à E 4 的 最 小 正 特征 值 都 小 的 正 数 , à 是 比 A 的 最 大 负 特 征 值 都 大 的 负 


数 . 令 V6 > 0 为 算 子 tidy 4-5 (-An)? 的 定义 域 , 其 上 的 范 数 为 llzlllw = 
[x l| + [r7 (Am zl], ve € Vs. 
为 便于 后 续 讨 论 , 先 给 出 常用 算 子 半 群 的 估计 . 当 0 < s <t, 


ISE- sr, va S C(t—s) ^, 0€«v«8«1, 
IIS — s) -Xd|lev, uv S CŒ- 8)", 7 € [0,1),p€ (0,1-7). 
假设 算 子 F 和 G, G' 都 是 全 局 Lipschitz 连续 , 且 
sup ||F (v1)e; — F(v2)esl| < Lellu — voll; 
sup IIGQvi)ei — G(v2)ei| < Lallu: — voll; (5.3.2) 
sup IG (vi)e; 一 Goa)eillztw 和 Zellw — voll; (5.3.3) 


其 中 {eijien Æ V 的 一 组 正 交 基 . 
注意 到 对 加 性 分 数 布朗 运动 时 的 随机 积分 , 不 需要 细致 分 析 可 积 函 数 类 , 而 对 


T 
于 乘 性 分 数 布朗 运动 的 随机 积分 , 要 定义 f G(u(s))d8 (s), 需要 确定 可 积 函 数 
35. 下面 参考 文献 [7] 和 [8] 中 的 随机 积分 定义 . 
当 工 > 0 时, 定义 Weto, T; V) 为 由 可 测 函 数 f : 10, T] V 组 成 的 集合 并 满 


FMF, WF) - FN 
e= f (171 p DED) as < oo 


其 中 , Eia WE Oca co lc aH. 


根据 文献 [18] 的 定义 可 知 , 假设 fe w^ (0,75V), 80«sct« T B, 定义 
广义 的 Stieltjes 积分 


T T t T 
—(_1)\@ a f(g)Di s)ds Ho t H (5.3. 
n fag" =(-1) n Dg. f(s)DY-* 8E. (s)ds, J fap f flona". (5.3.4) 
由 文献 [18] 可 知 , 随机 积分 (5.3.4) 存在 , 并 且 满足 下 面 重 要 不 等 式 
| Í i ras” | < AUT (9 Ji Flas (5.3.5) 
其 中 , Mac (1-25) 时 ， 


AST (git 1 (Eg -8*( ff BE) - g^ G9) a). 


=F- ala) ocer \ (t-s) s Q- 
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注意 到 Au7(62) 在 全 测 集 上 是 有 限 的 , 并 且 关 于 {her 是 不 变 的 . 

下 面 对 无 穷 维 分 数 布朗 运动 BY 来 定义 随机 积分 . 

S L(V) 为 了 上 的 线性 有 界 算 子 组 成 的 空间 , G : Q x [0,7] 一 L(V), 对 每 个 
i€N,v € Q, G(w,-)e; € W^!(0, T; V). 下 面 定 义 


三 G(s)dw = S G(s)QiedBH(s) = Y X G(s)e,dGP (s). (5.3.6) 
0 i=1 70 m i=1 ‘Jo B l 


引 理 5.3.10] 88 23.— 4o V/A; < oo, 则 对 所 有 的 w en, 对 每 个 G : 
i=l 


Q x [0, T] 2 L(V), Glw, Jei € W%1(0,T; V), 随机 积分 (5.3.6) 是 有 定义 的 , 并 且 
T 
n G(s)dw(s) 
0 


其 中 , ALT (w) = > V AA? (BE). 
i=l] 


< AQT (w)supilG()eila, w ER, 


引 理 5.3.2(8|912 5 ”对 任意 的 wbre 了 ,当下 面 的 随机 积分 有 意义 时 , FR 
的 平移 性 质 成 立 , B 


b b—r 
f G(s)dw(s) = f G(s +1r)d6,w(s). 


Hae (1-83). n€[o,1—0),0 2 1 Ef, EX We:oe (0, T; V) 为 
W2:*(0,T; V) = {ala : [0, T] ^ V 是 可 测 函 数 , E |lællan < 00}, 
其 中 , 
o lz 的 一 z( 
lellsae = super (Icone e f Ear, 


则 weed, T;V) 是 一 个 Banach 空间 . 
再 定义 一 个 函数 空间 


WES (0, T; V)- (vt) ELV) : HEA i v()e e WEE (O, Ts V), llvCeslla se <o0}. 
引 理 53.3888 7 设 we (: —H, 3L 21,n€ [al—a), RIA 


(1) HEA WED, Si ve WES, i, MA 


Í S(t — r)v(t)dw(t) 
0 


«Ci (A9 (w), c) sup |Iv(£)ei]losn.o ; 
ane icN 
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其 中 , 对 每 个 we Q， Jim CV(A9,T (o), o) = 0. 
(2) STAAR v: [0,7] 5 V 满足 sup vO < oo 时 , 则 有 
tc[0,T] 


| f "si — r)v(r)dr 


其 中 ， Jm Co(a) =0. 
引 理 5.3.4 四 引 理 8 joe g 满足 条 件 (5.3.2) 和 (5.3.3), 则 对 任意 的 ui uz € 
We7*(0, T; V), 都 有 


< Co(c) sup e “| 的 中 
te[0,7] 


Oum 


sup lg (ux)ei — GCuz)eillo.es € (Le + Le (luilla + Iluallae)) le — ualla.zie- 


定理 5.3.180829 Bac (1 —-H, 3L >1,£ € [o,1— o), 如 果 非 线性 项 
F X Lipschitz 连续 的 , G:V > L(V), G': V — L(V, L(V)) 满足 条 件 
sup lIG(vi)ei — G(v2)eil| < Eallvi — Vall, 
sup |G’ (vrei — G'(v2)eill < Lollvi — Vall, 


其 中 {ejen OV 的 完备 正 交 基 ,， 则 对 任意 的 初 值 uo € V, 方程 (5.3.1) 在 空 
间 WZ"(,T;V) 上 存在 唯一 的 解 ult,to,w), HARM Wer" QT V), 并 且 对 每 个 
w cO, 映射 更 :TV 一 Wz7"(0,T;V) :Uo  u 是 连续 的 . 


证 明 ”本 定理 可 利用 标准 的 Banach 中 的 压缩 不 动 点 定理 来 证 明 . 定义 映射 
T:WZP(0T;V)T: Wee (0.T;V) 为 
t t 
T(u)(t) = S(t)uo + J S(t - r)F(u)(r)dr + n S(t — r)G(u)(r)do(r). 
0 0 


容易 验证 , 该 映射 是 良 定 的 ， 且 对 任意 的 uo € V, 对 适当 的 e > 1, 都 有 估计 
llSC)uolla.z,o =r. 直接 计算 得 到 


Dw, Wllage < E CF Ullase + IEG Ullas. 
<O(\\F(0) || + sup lIGQ)eill + Lr + Le)age): 
其 中 C = Clo) 是 随机 变量 , 且 满 足 lim C(o) =0, 并且 
ITGolleeesF+Collulleee， 


使 得 lim C(o)=0,7=7r+C(IF(ON+ sup ||@(0)|les). 
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选取 oo > 1 使 得 C(o0) < 5 直接 验证 可 得 , 映射 了 将 Bro(0,27) = {u € 
WES (O, T; V) :|lullangon < 27) 映 到 自身 . 

下 证 映射 T 是 压缩 的 : 实际 上 , 注意 到 算 子 ZI 和 OC 都 是 线性 算 子 , 则 对 任意 
的 uz, uz € We (0,T;V), 直接 计算 可 得 


I (ui) — T Q2)1loscso 
<C(a)( sup e ^'||Z(ui)(t) — F(u1)(t)|| + sup|g(u1)() — G(u2)(t)|la.ec) 
tc[0,7] i 
<C(o)(Lp||ur — urllogo + (Le + Ler (llurllas + |Iualle.))) [M1 — ullao- 


注意 到 Jim Clo) = 0, 特别 地 , |lullaeo < t?eT|lulla,eso, TÆ, 对 每 个 uu € 
B"«(0,25), 下 面 的 估计 式 成 立 : 


[T (ur) — T(u2)|laee € C(o)(1 + 4Fe”*)|\ur — vallago- 
因此 , 选择 适当 的 o > co 使 得 Clo)(1 + 47ero7) < 1, 因此 算 子 T. 是 压缩 的 , 从 而 
T TE Bo(0,27) 中 存在 唯一 的 不 动 点 , 定理 证 毕 . 口 
定理 5.3.2007 10 — 方程 (5.3.1) 的 解 ult,w, ug) 定义 了 一 个 随机 动力 系统 
@:RtxQxV—Y¥V: 
$(t, c, ug) = S(t)uo + n S(t — r)F(u)(r)dr + f S(t — T)G(u)(r)dw(T). 
0 0 
证 明 E FOR) Lipschitz 连续 性 可 得 
II, u) (t)|| vs < Ce (sup ||G(0)es|| + Lallulla.e s) (0) **7^ + o?*57) 
+C(||F(0)|| + Lee" lulla,e,o): 


注意 到 ||S(t)uollvs < t7*lluoll, FH, ult) € V5,t € (0, T]. 其 中 & 是 参数 中 较 大 的 ， 
6 是 较 小 的 参数 . 

利用 Banach 空间 的 不 动 点 定理 , 通过 初始 的 可 测 函 数 wo RIBAK, 记 9(t,w, uo) 
为 该 可 测 映射 到 逐 点 极限 , 且 oO w uo) = uo， 下 面 验证 其 余 环 性 质 ， 对 任意 的 
t,7T € R*,u € Q0 uo eV, 直接 计算 可 得 


olt + 7,w, Uo) 


trr t+r 
=S(t+7)uo + n S(t - T — s)F(u(s))ds + f S(t +r — s)G(u{s))dw(s) 
0 
—S() (seu " J Sr — s)F(u(s))ds + f S(r — s)G(u(s))aw(s) ) 
0 


T itT 
+ 广 S(t +r — s)F(u(s))ds + n S(t - 7 — s)G(u(s))de(s). 
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&s—r=r, WE 
irr t 
/ S(t +r — 8)G(u(s))dw(s) = n S(t — r)G(u(r + 7))d6,w(r), 
24 s € [0,2] 时, > y(s) = uls +7), WA 


plt + T, w, ug) = S(t)y(0) + f S(t — r)F(y(r)dr + [ S(t — r)G(y(r))dd,w(r) 
= O(t, 0.,-) o d(T, v, ug), 


从 而 定理 得 证 . 口 

附注 5.3.1 “由 于 定理 5.3.1 和 定理 5.3.2 对 非 线 性 政和 G,G" 均 要 求 是 全 
局 Lipschitz 连续 的 , 使 得 应 用 范围 很 小 ， 需要 利用 Yosida 近似 的 技巧 来 处 理 非 
Lipschitz 情况 , 或 者 利用 广义 的 选 代 方法 来 处 理 . 注意 到 分 数 布朗 运动 的 轨道 不 满 
A. Markov 性 质 , 在 利用 随机 动力 系统 的 框架 研究 随机 吸引 子 时 , 紧 性 不 易 处 理 , 需 
要 在 Wo 上 构造 新 的 余 环 , 而 不 是 利用 原来 的 RDS, 使 之 与 两 个 余 环 和 RDS 之 间 
建立 新 的 关系 得 到 紧 性 , 从 而 建立 随机 吸引 子 的 存在 性 . 
85.3.1 FFER- 佩 龙 变换 的 不 动 点 

为 了 研究 随机 动力 系统 o 的 不 变 流 形 , 下 面 限制 工作 空间 为 We>°(0,T;V), 
而 不 再 是 Wo (0,7; V), 此 时 , 当 6 € [0,1 — E) 时 , 光滑 的 初始 条 件 是 在 Vi 中 , 而 
不 是 在 原来 的 V 中 . ERB 8 € (o,1] 时 ， 

ISC)uolaa= sup o (IsO + f USO = S(Ow9ll g as) 


(t — s)ite 


< sup AGI , f I 2-1) s) 


tE[0iT 1— g)ite 


<|luollv, sup (C - t?" ^CB(1-- 6 — 8,8 — o)) = Cslluollv;; 
tc[0,77] 


则 当 wo e V+ 时 , |S* ()uola,s < C" |[uoll. 
为 便于 利用 李 亚 普 诺 夫 - 佩 龙 变换 , 需要 定义 下 面 的 Lipschitz 连续 截断 函数 
x: Wev(0,1; V) 2 we5ee(0, 1; V) A 


x(u) = 5 lulas 


< 
0, Jula, 5 之 
对 给 定 的 正 数 R, 定义 xa(u) = jx): 并 假设 


F(0-—0, G(0)-0, G'(0)-0 (5.3.7) 
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使 得 u = 0 是 所 研究 的 方程 的 稳 态 解 . 对 于 任意 的 ue Woo (0, 1 V), 定义 算 子 : 
Griu)=Goxr(u), Frlu) = Foxr(u). 

容易 验证 , 当 julas S 2. W Ga(u) = G(u), B Fr(u) = F(u). 记 Lg, W Le, 分 别 

是 Ga 和 Fa 的 Lipschitz 常数 . 直接 验证 得 到 算 子 Gr 的 性 质 : 


引 理 5.3.52 41 假设 算 子 9 满足 假设 (5.3.2), (5.3.3) 及 假设 (5.3.7), 则 
有 


sup IGr(ur)(-)er — Gr(ue2)(-Jeileo < Lglui — uala,s, 


其 中 Lg = ALG (3Ly + DR, eg 为 空间 W%5%(0,1;V) 嵌入 到 空间 Wo%0'%(0, 1; V) 
85 RAK a. 
KF Fr, 作 如 下 假设 : 


sup ||Fa(ui)(t)—Fr(u2)(t)||<Lelui—ueles, Yur, uz EW%®®(0, 1; V). (5.3.8) 
te[0,1) 


对 于 随机 变量 Rw) > 0 及 任意 的 we Q, 定义 
Dru) Wy°) = To Fn) + £o Grew) |W (0, 1; V) > W015), 
则 对 每 个 we 0Q 及 uug € W%'(0,1;V), 都 有 
Da(u, ui) — Dr&, Ua)las < Klu — wales, 

HHo<6<1-a. 

定义 上 = ea > 0. 定义 序列 组 成 的 空间 

Hy = {U : U = (ui-ijiez-,u € WF, 
并 赋 以 范 数 
IU Ino, = sup e^" -U|u ila, Ui-1(0) = wo») diez. 
id UG — 1,2 = u(t), t € [0,1], 则 当 7=t+i 一 1 时 , U(r) = UGA). 18 069 


E Hr 的 完备 空间 使 得 ot U(-1,1) = uj EV+. 
下 面 定 义 Lyapunov-Perron 变换 J(w,U) 为 


i-1 
J(o,U)i-1t9 Y; S (tci-1— k)Dg(8k-w,ux-i)(0) + Dg lliw, us—1)(t) 
k=— 00 
一 3 St (t+i—1—k)D} (0x16, ux-1)(1) —Df(Oi-1, uii) (f) 
天 一 一 oo 


-HS*(t-i—1l)g, t€(0,1],weQieZ, 
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其 中 DR =r Da DL-a« Da A 
. 1 1 
Di(w,u)(t) = f S* (t —7)Gr(u)(T)dw(7) +f S* (t —- T)Frlu)(T)dr. 
t 


附注 5.3.2 ”容易 验证 : 


1 1 
n S* (t — ryu(T)do(7) 一 n S* (t — r)va(7T)dw (7) 
t t Ci 


S C(A9 (w))lvi — Valo,5; 


1 1 
f S* (t - ryi(r)dw(7) 一 / S* (t — r)us (r)dw(7) 
t t 


«C sup |lv1 — voll. 
að te(0,1] 
特别 地 ， 对 任意 的 We Q, u1, U2 € W009, 1; V), 都 有 


Ibi (w, u1) ~ D lw, u2)la,s < K|ui — uala,s- 


e *Cs(Cs + C*)-c1 
1—e-# 了 其 中 Cs = 


sup (C+e CB 87 8,879) Ct 由 不 等 式 |S+(.)uola5 € C^ |luo||, Vuo € VT 
te[0,T 


确定 , WA 

(1 ) EER w EO, RAT Jw.) : His > HM 

(2) 对 任意 的 uj € V* A w € Q, RH Jw) 在 Hus 中 存在 唯一 的 不 动 点 
T(ug,w) € Hi. 

(3) RAt Vt 3 uf —T(uj,w)€ “ie Lipschitz 连续 的 , H Lipschitz 常数 为 
Lp. 

证 明 ”第 一 步 : 直接 计算 得 到 


定理 53.300898 45 joe K= sor( 


e-*6-D|s* ()5* (i — ug la. & e ^0? sup (isosta - Yu | (5.3.9) 
l|S* (i — 1)9* (ug —S*(i — 1)9* O)ug |l 
+f (t 一 Apre 2 aa) 


且 关 于 icz 是 有 界 的 . 再 由 下 面 估计 
1 1 
n S* (t — D)Fn(o uir +f S* (t —7)Gr(w, ui-1)(7)d6: 10|i-o 
= St (—1)DR(Gi-1, wii)(1) | 


可 知 , J(w, U)(i — 1,0) = J(w,U)(i — 2,1). 
HEEB J(s,U)(—1,1) = ug, FH J(w,U) € Ms 
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第 二 步 : 证 明 J 是 压缩 的 . 任 取 UI = (ud hez- € 42,5 = 1,2, 则 对 任意 的 
icz, 直接 计算 得 到 

i-l 
XO 1S C i-1— E(Dz(0sio, uk 1)(1) — Dg (On—1w, w2_4)(1)) fa ge 67D 


k=— 00 


+IDR (8-10, Uk 1)() 7 Dz (8:14, uk i) (Jase 67? 


< V. OseUi- G7 De“ rk De Cs | DF (0 1, ul D) -DPR (Oni, u Al 
k——oo 
V[Dg (8: i, uk_4)(-) — Dg lliw, ug.) Cose 67? 
i—1l 
X Cs D el#=n)(i-k-1)e=rlk-D Ke-*Cglub_, —u2 ias 


k-—oo 


M i-1iw, uy 3)() — DR liw, ug.) ()lase "0679 


< Y e "G-F-D K(e7*OC C5 + l)e *7Dlul | —u2 illas < iU — U? im- 
k——oo 

同时 , 直接 估计 得 到 
k=0 . 
» IS* C ci — 1— kK)(DE(s iw, ux 1)1) 7 DE(x iw, ug (lase 
i+l 
* DE (8 1, ua) — DE(6 10, u2 )()]ase OP 


k=0 
< Y Cse” dh De De nC [IDE (06, u} 1)(1) — DA (Orr, ud 1) CO 


计 1 
-|Dn(8i 10, ul 1)0) ^ Én(8; 10, ul 1)( ase ^07? 
k=0 
«Cg y gà G7 k- D o7 RED Ke-5Q [ul | — ul ilu 
i41 


TD 人 DO 一 Dr 全 DO 679 


«Y ec F-ÜK(e^*CsC* + 1)e "C7 Plug , — ug. alas S jl - U? Ilres- 


i 


因此 , J 是 压缩 映射 . 注意 到 空间 H 0 是 完备 的 , 则 由 Banach 空间 不 动 点 定理 即 
可 得 到 映射 J 存在 唯一 的 不 动 点 . 
第 三 D MU en ,UT EV+, J J(w,U, ug) 定义 如 前 ， 则 有 


J(w,U) = J(w, U, x* U(—1, 1)). 
*HPoujjeV^j-1,2. 由 不 动 点 了 (wd;,w) 的 性 质 可 得 
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|E (ug, w) 一 T (vd;, loc. 
< Il (o, P (ud), ug) 一 Î(w, T (uz w), uga) lH 
< fw, P (ud, w), ug) 一 Jw, T (u$s, w), ug) (lr, 
+||Fw, T(wdi, w), udo) 一 Ju, T'(ugs, w), uz) lot» 
IlS*(- +i— 1) (udi m ude) |l + J, T'(ug; w), udo) = Jw, T'(ugs, w), uda)llou, 
«e? C" lug, — uall + IIT (uds) — Tub 
这 表明 (ug, w) KF ud 是 Lipschitz 连续 的 , 证 毕 . 口 
附注 5.3.30] 8E 46 ”直接 计算 可 知 , P(ut,w)(-1,-) e W59(0,1; V) 是 方程 
u(t) = SET (ug w)(—1,0) + Dn(w,u)(t), ttul) =u 
在 [0,1] 上 的 解 . 
令 br, w, vo) 是 方程 
u = Svo + Dn(w,u) 
在 [0,1] 上 的 解 , 则 当 vo © V; 时 , 该 解 在 空间 W090, 1; V) rp. 
下 面 给 出 映射 J(w) 和 .J(6_iw) 的 不 动 点 之 间 的 联系 . 
引 理 5.3.6318 47 ”对 于 ug evt, Sut, = aT (ug,w)(—-1,0), H J(w,D) 
EHE 中 叭 一 的 不 动 点 (ud w) 可 以 表示 为 
T(u*,,0 19)(i + 1,-), i= ~2,-3,---, 
óng(,0 10, T(u*,,0 145)(-1,1), i= ~1. 
§5.3.2 ”随机 不 稳定 流 形 
这 一 小 节 主 要 证 明 分 数 布朗 运动 驱动 的 随机 偏 微分 方程 的 随机 不 稳定 流 形 的 
存在 性 . 设 户 比 算 子 4 的 最 小 正 特征 值 小 的 任意 正 数 , ji 是 比 算 子 4 的 最 大 的 负 
特征 值 都 大 的 任意 负数 , 选择 适当 的 疡 和 疙 使 得 “= ERE > 0. 设 忆 是 下 例 缓 变 
随机 变量 , 且 Rw) = min(RW), 1), 其 中 Rw) 是 方程 
Cr(w)Lg(R(w)) + CrLr(RW)) = K 


E(ug , w)(i, ‘) = l 


R(0 10) 
2Lve-* ` 


对 任意 的 uj € Bys (0,562), 使 得 Pago Jas < AS? sex 


M(w) = (z!T^ (z*,w)(—1, 1): 27 € By+(0,7))}, 


A(w) = (5.3.10) 
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m(w,-) = T ,0)(—1,1)|B,; (o,5(2)* 
为 了 证 明 Mw) 是 随机 动力 系统 $ 的 局 部 不 稳定 流 形 , 需要 下 面 两 个 引 理 : 
引 理 5.3.7[7 引 理 51 Br 是 正 的 下 侧 缓 变 随机 变量 , C 是 正常 数 , 则 存在 一 
个 正 的 下 侧 缓 变 随 机 变量 p, 使 得 


p(w)Ce^6-? < r(6; 15), ic Z-. 
证 明 ”定义 
p(w) = inf seem < r(8i-10) > 0, (5.3.11) 
则 对 任意 的 ke Z-, RA 
p(w)Ce^* = inf Se E (B, aiu) = = inf e *G-Dw(8, 10). 
由 于 "7 是 下 侧 缓 变 的 , HIS k —oo 时 , + 一 oo. 因此 , p 是 下 侧 缓 变 的 . 证 毕 ， 口 
3i 5.3.8713 5.2 设 p(w) 由 等 式 (5.3.11) 定义 ,其 中 C= Lye, rw) = 
E: of Or): toe X uj € By+(0,pw)e*Lp'), M% t € [0,1] 时 , 都 有 
u*,4, € By+(0, A(O-141)), 
其 中 
Aw) = 人 . Ae 67D). (5.3.12) 
证 明 ”注意 到 sup he 19(9,1) < Az20, 并 且 Az20 是 上 侧 缓 变 随机 变量 , 因 
te[-1 
IE F fe FUELS 注意 到 当 te [0,1] 时 , pw) < P(0 1o), TH 


^ : —k(i—l)a . —k(i—1l) : AQ). 
RO. ia) df. GEMM 0a) > f. Ge 79 E AaB aes) 


. 1 
= inf —e 
icZ- 


| AM) jt 70.1854) = jt GEMM A a) = PW) 
再 利用 定理 5.3.3 的 (3) 可 得 


lutipell S e*Lr|lug || € e^" Lre" Ly p(w) < A(O-14w). 


从 而 引 理 得 证 . 口 
定理 5.3.4 ”由 随机 偏 微分 方程 (5.3.1) 生成 的 随机 动力 系统 RDS 存在 局 部 
不 稳定 流 形 M(w). 
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证 了 明 CO Sr = 7, C = Lpe^^, p 是 相应 的 随机 变量 , 由 (5.3.10) 确定 , o 由 
(5.3.12) 确定 , 则 对 任意 的 [lud || < pw). 由 定理 5.3.3 的 (3) 可 得 


F(0iw) 2 Plw)Lre "e" >|Tt(w,u0)G - 0l, iez. 
再 由 定理 5.3.6 可 知 
zi(w) = T(uj ,w)(i — 1,1) € M(0w). 
进行 迭代 后 得 到 


Pug w)(é— 1, Jas = Plus, 6iw)(—1, lays < Ere ™ Oio) = 6a 
° ' 2 


其 中 = uf = Dt(uj,e) 二 1,1)， 则 对 于 截断 函数 Xa， 则 对 任意 的 uj € 
By- (0, ĝ(w)) 4 i € Z-, WA 
XR( w) (F(ug wli- 1, )) = 1. 

由 于 (ug, o) BAF J(w) 的 不 动 点 , 则 对 于 任意 的 te (0, 1], P(uj o) — 1, t) 398 
Æ 

T'(u£d,w)(i — 1,t) 2 S(t)P (ug w) — 1,0) + DG_w, Tug w)G- 1,-))(0) 
| = S(t)T (ug ,w)(i — 2,1) + D(&; iw, T (ug ,w)(é — 1,-))(0. 

利用 余 环 o 的 性 质 可 得 
pl-i -- 1,0; au, zi 1()) = T(ug ,w)(-1, 1) e MC»). 

再 由 zi;_1 的 定义 可 知 , 24 £9 — o0 时 , mi (w) DSB ACSI 0, BD Jim. zi_1(w)= 0. 

下 面 证 明 局 部 不 变 流 形 的 第 二 条 性 质 . 对 任意 的 j € Z^, 定义 映射 
H;(w,-)=T*(-,0j;w)(—j—-1,1) : Bv+(0, p(0;w)) 5 T * (By+ (0, 6(050)),05)(73— 1, 1) 

= Sw). 

由 定理 5.3.3 的 (3) TARRA W%5%(0,1;V) 3 u 一 u(0) € V 及 天 的 连续 
性 可 知 , 映射 A, 是 连续 的 , 注意 到 at € S;(w) 一 p Gu, T(z*,6;9)(-j - 0) 


的 值 域 是 By; (0,7;(w)), 则 该 映射 是 连续 的 , 并 使 得 Hw) EAE. Ash, Sj) 
是 V+ 中 的 0 的 闭 邻 域 , 而 且 如 果 z+ € n Sil), 则 对 7 = 1,… ,k, BA 


bj, w, I (at, 6;w)(—j — 1,1)) € M(0;w) HE ve 的 0 的 闭 邻 域 . 
下 面 考虑 正 实数 Rt 上 的 连续 情形 . 注意 到 当 uj € By+ (0, p(w)), 都 有 


85.3” 乘 性 分 数 布朗 运动 驱动 的 随机 发 展 方程 的 不 稳定 流 形 .197. 


I(uj ,w)(i m 2, 1) = T(ug ,w)( m 1,0) = 24-1 (w) € M (0; 10), 
HAE [0, 1] 上 ， 
prl, 8i 19, zi-1) (8; 1w, mii). 
因此 , 由 离散 情形 可 知 , 当 ic —oo W, siir 以 指数 阶 « eSI 0, B. 
Mw) ST (ug,w)(—1, 1) = o(-44 1,0; 16, mici (w)) 
=¢ġ(~i+ 1- t, 141, zi yw), 
HÆ [0,1] 上 
ai—144(w) = Tu w(i — 1,t) = p(t, 0-10, zi-1(w)). 

再 证 : 4 ud 充分 小 及 ieZ- 时 ， Vi iiw) € M (0; 1 «(o)). X] utu. = [+(ug, 
w)(—1,t), Uayt = Dury) 0 144w)(—1, 0), Ut si, = T(u*3,,, 0.-3440)(—1,0), 可 以 
证 明 

{|te-144(w)]] < f(8:- 12:0), (5.3.13) 
d4-344(w) 一 Duty ses ipw) (i 一 1, 1) = Dut ipo O;—-142w)(—1, 1). (5.3.14) 


由 引 理 5.3.6 即 可 得 知 (5.3.14) 也 成 立 . 

当 util < pw), 则 eaw) 可 用 Jw,0)G — 1,0) 来 表示 , 其 中 Ul) = 
T(ug,w)(7), s 二 1 一 1， 类 似 地 , 当 uti € By+(0, (0 1440)),t € [0, 1] 时 ， 则 
有 


Pura 6_144.w)(s) 


= 上 S^ (s 一 T)G(L(u*4 4, 0 ici) (1))d0-1420(7) 
+ f. 87 (s — T) F(I(u*,,,,0 14«w)(7))dT 
--8* (s)u*, 4 + [ S* (s — T)G(T(u3, 44, 0-144) (7))dd_-1 420 (7) 


+ n S*(s — T) F(T(u*4,, O-140w) (7) dr. 
0 
类 似 于 引 理 5.3.6 在 离散 情况 的 证 明 可 得 
Ti1+t(w) = e(t, 0j 10, zi 1(w)) 一 ot, 0;. 10, Tulis 0; wT (ut 4, 0; 1w)(—1, 1) 
=T (u} si iua)(-L 1). 


于 是 ， 由 文献 [10] 的 引 理 5.5 EIE 4 ud 充分 小 及 1€ Z 时 ， Ti_1+t(w) € 
M (843 44(w)). o 
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附注 5.3.4 “考虑 由 无 穷 维 分 数 布朗 运动 驱动 的 随机 多 和 孔 介质 方程 


dX, = (A(X TIX) + 4X4) + UM. 


RPA AR 中 的 有 界 开 区 间 , r > 1, 考虑 函数 空间 站 = Pr+I(A) CHS=Wi Cc 


V*, 


1 是 常数 .由 第 4 章 定理 4.7.1 和 定理 4.7.2 可 知 ， 当 嗓 声 具有 更 多 的 正则 性 ， 


即 取 值 于 Wt! P, 该 方程 生成 的 随机 动力 系统 存在 随机 吸引 子 . 文献 [19] 研究 
了 有 限 维 布 表 运动 驱动 是 广义 随机 多 孔 介 质 方程 的 随机 吸引 子 的 存在 性 , KERR 
声 取 值 于 WH Hy, 第 4 章 定理 4.7.1 和 定理 4.7.2 更 具 一 般 性 , 将 文献 
[19] 推广 到 无 穷 维 情形 . 
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第 6 章 ”随机 偏 微分 方程 的 大 偏差 原理 


大 偏差 原理 源 于 Donsker 和 Varadhan 在 1976 FERRET, APE 
Markov 过 程 、 偏 微分 方程 、 动 力 系 统 以 及 统计 力学 中 的 现代 Giggs 场 理 论 等 领域 
中 都 有 广泛 的 应 用 , 现 已 成 为 概率 论 中 的 一 个 重要 分 支 . 本 章 主要 介绍 大 偏差 原理 
及 其 判断 方法 , 以 及 高 斯 噪声 , 分 数 布朗 运动 和 Lévy 过 程 驱 动 的 随机 偏 微分 方程 
的 大 偏差 原理 . 本 章 内 容 主要 参考 文献 [19], [16], [18] 和 [23] 等 . 


86.1 大 偏差 原理 


关于 随机 偏 微分 方程 和 半 线 性 随机 发 展 方程 大 偏差 原理 的 研究 结论 很 多 , 主要 
的 研究 方法 也 比较 类 似 , 即 对 满足 好 速率 函数 7 能 够 用 其 再 生 核 Hilbert 空间 来 表 
ZR, 再 利用 一 般 的 Schilder 定理 就 可 推出 大 偏差 原理 . 通常 的 方法 是 基于 弱 收 敛 方 
法 的 拉 普 拉 斯 原理 . 

这 一 节 , 先 介 绍 随机 偏 微分 方程 的 大 偏差 的 定义 , 再 给 出 几 种 常用 的 判定 方法 . 

定义 6.1.1 对 于 完备 的 可 分 空间 L=C((0,T);H) 上 的 概率 测度 族 {ueh E> 
0, 下 半 连 续 函 数 工 : E — (0,00) 及 任意 的 € (0,00), 集合 


政 ( 门 = {zeE 互 ,TUZ) <r}, r>0 


ARH, 如果 
Xp E P4 Bore 闭 子 集 ，limsupelogpe(T) < — inf Iz), (6.1.1) 
< 一 0 人 
对 E v $$ Borel 开 子 集 ， lim inf € log pe (G) > ~ inf Iz), (6.1.2) 


则 称 概率 测度 族 {u} 关于 速率 函数 了 满足 大 偏差 原理 (LDP). 

下 面 给 出 另 大 偏差 原理 的 一 种 形式 的 定义 . 

定义 6.1.20) — 3& X X Polish 空间 , B(X) X X W Borel o- 域 , 如 果 随 宙 族 
196) 满足 下 面条 件 : 

(1) (好 速率 函数 ) 4 I: X — (0, cc] ARF HR, 若 对 任意 的 M E [0, co), KF 
&(0:ó€ X,I(Q) « M) 4 X PHEFR. dX VA € BX), WA HA) = inf I(9), 
则 称 了 是 好 速率 函数 . 

(2) (大 偏差 上 界 ) 对 X 中 的 任意 闭 子 集 F, 都 有 
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lim supe log P(¢* € F) x —I(F) 
(3) (大 偏差 下 界 ) WX 中 的 任意 开 子 集 F, 都 有 
lim inf € log P(g € F) > —I(G) 
成 立 ， 
则 称 随机 族 {6°} AX 上 满足 好 速率 函数 了 的 大 偏差 原理 . 
对 于 随机 发 展 方程 
{ du = (Au + F(u))dt + /eB(u)dW (t), 
u(0) = uo € H, 
其 解 为 u(t, uo, e) 为 系统 (6.1.3) 的 解 . 相应 的 确定 性 发 展 方程 
{ du = (Au + F(u))dt, 
u(0) = uo € H 
的 解 记 为 z(t, uo), 则 有 下 面 的 结论 : 
EH 6.1.1219) 随机 系统 (6.1.3) 的 解 ult, uo, ©) 依 概率 收敛 到 确定 系统 (6.1.4) 
的 解 z(t, uo), FF 


Lim, P( 


(6.1.3) 


(6.1.4) 


sup |u(t,uo,€) — 2(t, uo)| > r) = 0. (6.1.5) 
tefo, T] 

定理 6.1.2090 122. — AT: E— [0,oo] 对 任意 的 me [0,00), 集合 

| K(r)= {z€ E, I(x) <r}, r>0 


是 紧 的 下 半 连 续 函 数 , 则 {ue} 满足 大 偏差 原理 的 充 要 条 件 是 下 面 的 两 个 条 件 成 立 : 
(D 对 于 任意 的 > 0,5 > 0,y > 0, 存在 so > 0 使 得 对 任意 的 € (0,e0)， 


ue(B(K(r)),6) 2 1— e 807». (6.1.6) 
(II) 对 于 任意 的 x € E,6 > 0, > 0, 存在 so > 0 RAMEE € € (0,60), 
Be(B(z,8) 21— e- £e, (6.1.7) 


而 且 (6.1.1), (6.1.2) 分 别 与 (6.1.6), (6.1.7) 等 价 . 

通常 称 (6.1.6) 和 (6.1.7) 为 Freidlin-Wentsell 指数 佑 计 式 . 

设 E 是 可 分 的 Banach 空间 , 范 数 为 ||- ||,» 是 E 上 的 对 称 高 斯 测度 , Hy 是 
其 再 生 核 , 其 内 积 和 范 数 分 别 为 (a 和 | |n. 定义 测度 族 
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LT) = we /2T), T € B(E),e > 0. (6.1.8) 
1 
zix2, 2 € Ay, 
I(z) -4 2 4 6.1.9 
| 4oo, 其他. (61.9) 


定理 6.1.31 A {u} 是 一 族 概率 测度 , 则 对 于 任意 的 正 数 ro € E,5 > 
0,Y > 0, HA eo > 0, 使 得 对 任意 s € (0,so), 任意 满足 |z|2 < ro HBR uo, 有 


He(B(u0,6)) 2 1 NECI 
定理 6.1.40) — d (6.1.8) ELH E ERI EAE. {u} 满足 由 (6.1.9) 确定 的 速率 
FT I(r) 的 大 偏差 原理 . 
下 面 给 出 基于 弱 收 敛 方 法 的 拉 普 拉 斯 原理 ， 令 (0,F,P) 是 一 概率 空间 ， 其 
TX o- 域 具 有 递增 簇 (doner, 且 满 足 右 连 续 和 P 完备 的 假设 . FA 表示 满足 


"n lg(s)lads < oo 的 Ho- 4& {Fi} 可 料 过 程 的 集合 ， 
0 


Sy = L e D? ([0, T; Ho), f " (las < vt. 


并 在 Sy 上 赋 以 弱 拓扑 后 成 为 一 个 Polish 空间 , 定义 An — (6 € A, dW) € Sw, P- 
as.) 4.E 是 一 Polish 空间 , g* : C([0, T]; H) > E 是 一 可 测 映 射 , XX< = 9° (W()). 
注意 到 (X*) 是 Polish 空间 值 的 随机 元 , 则 大 偏差 原理 和 拉 普 拉 斯 原理 是 等 价 的 

定义 6.1.3 设 了 是 媚 上 的 速率 函数 , E-MMMAR {X :6 > 0) AE LR 
足 速率 函数 了 的 拉 普 拉 斯 原理 , 如 果 对 每 个 定义 在 E 上 的 实 值 , 有 界 的 连续 函数 
h, 都 有 

lim e log E (e- $907) = — inf x) + To 
下 面 给 出 假设 : 存在 可 测 映 射 g: C([0,T];H) > E 使 得 下 面 结论 成 立 : 
(H1) 对 某 个 M > 0o, 4 fos : e > 0) C Am, & vt 作为 Sw- 值 随机 元 素 按照 分 


布 意义 收敛 到 v, 则 g woz J | v*(s)ds) 按照 分 布 意义 收敛 到 go ( f | «jas. 


(92) 对 每 个 MM < o0, RA Ku = er f sas) ie sw E E PURT 
f. 

定理 6.1.87 — 设 随机 过 程 Xe = g°(W(.)). de {9°} 满足 假设 (H1) F (H2), 
则 随机 过 程 著 {Xe:e>0} 在 妃 上 满足 速率 函数 为 了 的 拉 普 拉 斯 原理 , 其 中 


1 T 
I(f) = inf GI woga}, (6.1.10) 
G ) (ve L2 ([0o,T]; Ho): f=g°(Je vs)ds)} (2 Jo | ° 


空 集 的 下 极限 为 co. 
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86.2” 乘 性 高 斯 噪声 驱动 的 Navier-Stokes 方程 的 大 偏差 原理 


对 于 乘 性 噪声 驱动 的 随机 偏 微分 方程 , 通常 利用 拉 普 拉 斯 原理 和 和 弱 收敛 方法 ， 
即 直接 证 明 速 率 函 数 的 水 平 集 是 紧 的 , 再 证 明 原 系统 的 解 弱 收敛 于 原 系统 噪声 VEW 
换 成 它 的 再 生 核 Hilbert 空间 中 随机 元 v. 的 随机 方程 的 解 ， 从 而 得 到 大 偏差 原理 ， 
详细 的 过 程 可 参阅 文献 [12] 和 [23] 等 . 
本 节 利 用 基于 弱 收 敛 方法 的 拉 普 拉 斯 原理 来 研究 乘 性 高 斯 噪声 驱动 的 Navier- 
Stokes 方程 的 大 偏差 原理 , 该 节 内 容 取 自 文献 [24]. 
考虑 乘 性 高 斯 噪声 驱动 的 Navier-Stokes 方程 
| duf + [vAu + B(v*)]dt = [f + Veo(t, v*)]dWt, 


u(0) - £e H. (6.2.1) 


T 
其 中 n |f (t)|*dt < oo. 
0 
引 理 6.2.1[24 引 理 41 RARA (g^) 定义 如 上 , 对 任意 的 ve Au (0<M < 
oo). Æ u$ = g* (wo + = f v(9)as). 则 us 是 方程 


| du£(t) + [v Auz (t) + B(u;(t))]dt = [f + e(t, us (0)]dt + Veolt, DAWO 23) 


us(0) — € 
的 唯一 强 解 . o. 
证 明 ”由 于 ve Au f lv(s)Eds < M,as., W() = W() + = | v(s)ds 是 


Wiener UE, 且 协 方差 算 子 Q, 且 概 率 测度 为 
dfe = eU de So vw) ze Jo" Wda p, 


A> w 是 方程 (6.2.1) 在 概率 空间 (Q, F, Pz), W w P-as. 满足 方程 (6.2.1), 记 wE) = 
g'( (c). WH ut 和 w 都 是 方程 (6.2.1) 在 概率 空间 (0,F,P) 的 解 , 则 ug 和 
w 在 概率 空间 (0,F, Pt) 上 满足 方程 (6.2.1), 只 需要 将 W 换 成 W 即 可 . 于 是 ， 
uf = w, Py-as., 因此 , uf = w, P-as.. 方程 (6.2.1) 解 的 唯一 性 得 证 . 口 

定理 6.2.1[24 定 理 44 。 令 veL2([0,T]; Ho), AZECH, 4- f € L(0, T] : V^), 
c 满足 假设 

(1) e € C([0, T] x V; Lo(Ho, H)); 

(2) 对 任意 的 te (0, T), 都 存在 正常 数 K, 使 得 Jo (6 uli, < KO + llull?) 

(3) 对 任意 的 上 E (0, T), 都 存在 正常 数 L, 使 得 对 所 有 的 u,v € V, 都 有 


la (t, u) ~ a(t, lig < Llju — vll, 
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则 积分 方程 
t t t 
w(t) + n (vAu(s) + B(w(s))|ds = £ f f(s)ds +f o(s, w(s))u(s)ds 
0 0 0 


在 空间 C([0,T]; HH) 站 52([0,T];V) 中 存在 唯一 强 解 w. 
证 明 ”该 定理 利用 Banach 空间 上 的 压缩 映像 原理 来 证 明 . l 
定义 S(t) 为 Stokes 算 子 生成 的 半 群 , 定义 Vi(t) = S(06, Yalt) = f st- 
r)Bw(r)dr, Ya(t) = [st — r)o(w(r))w(r)dr, Ya(t) = [se —r)f(r)dr. sig X. 
0 


X = (0, T; VNC, T]; H). 先 证 明 Y; = 1,2,3,4: € X — X 是 映 上 的 . 对 
任意 的 上 © H, 由 文献 [15] 的 引 理 8.6.3 可 知 , Y; € Z?(0, T] : V) (1C (0, T; H). 


4 EC) 是 算 子 4 的 谱 测度 , 算 子 4 的 谱 分 解 为 | “dB( 和 ), 则 


ast « 人 ^ te P(E (Aw, v). 


注意 到 [A72 B(w)| < ClwlllwllwOl € L°O,7), woll € £20,7), 于 是 
A-/2B(u(t)) € L?(0,T]; H), B. Yo) € L(0, T]; V) n C((0, T]; 本 .类 似 地 可 证 
¥3(-), Yal) :X >X. 
定义 J(w) = Ya(w) + Yo(w) + Ya(w) + Yaw), 下 证 J 是 压缩 的 . 事实 上 , 对 任 
意 的 ui, U2 € X, 
IY ui) (0) — Yalua) (| «€ ist — r)lllua (r) — uz(r)lldr 


« C(T)|hui — ull z2(po,riv)- 


定义 g(t) = (e(ui (t) — aluat) elt), JU lg) < Llpus(£) — ux(0I] € 170, T), BR 
BA g(-) e L?([0, T]; H), FH, Ys € Z^ (0, T]; D(A)), 于 是 


l¥3(u1) — Ya(uz)lzzqom;v) $ Clu — vallz2qo;ryv- 


即 当 T 充分 小 时 , 映射 Ys 是 压缩 的 . 
注意 到 


Yu) -YO = S ‘g(t —r)(Blux(r)) — Blua(n)))ar. 
注意 到 


A7! (Buz) —B(ua))| < fa —ua]"?||us = ual]? (Jes pus |? fua]? ual */2), 
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TÉ, 

[Y2(u1) — Y2(uz)lzz(p,ryv) < CT — vollx, 
BAY, Y 在 久 上 也 是 压缩 的 . 因此 , J: X X 是 映 上 的 压缩 映射 , 由 不 动 点 定 
理 可 知 , 方程 (6.2.1) 存在 唯一 的 局 部 解 . 再 利用 能 量 估计 得 到 整体 解 . 由 文献 [15] 


的 Masuda 引 理 和 De Simon 定理 可 得 方程 (6.2.1) 的 Mild 解 也 是 L((0,7);V’) 的 
强 解 . g 


定理 g.2.2D40895 46 iy (u*(-)) 是 乘 性 高 斯 白 品 声 驱动 的 二 维 Navier-Stokes 
方程 (6.2.1) 的 解 , 则 {ue} 在 C([0, T]; H) (1L? (0, T]; V) 中 满足 好 的 速率 函数 全 (hh) 
的 拉 普 拉 其 原理 ， 黄 中 


1 T 
mm = (veLA (o7) Fo) Be) =0° fs v(s)ds)} { 2 Í eola}, (6.2.3) 
空 集 的 下 极限 为 œ. 
WEBB — Wb ws 是 随机 Navier-Stokes 方程 的 解 , v。 是 确定 性 Navier-Stokes 方程 
du, (t) + [vAuy(t) + B(u,(t))]dt = [f + a(t, u,(t))v(t)]dt, 
| Uy(0) = € 


的 解 ， 由 引 理 6.2.1 可 知 , 方程 (6.2.2) 存在 按 轨 道 意义 下 唯一 的 强 解 , H Borel 可 
测 函 数 o 满足 等 式 


(6.2.4) 


g (wo + = f oa =u. 


对 任意 的 vec L?([0, T]; Ho), 注意 到 [ v(s)ds € C([0, T]; Ho). 定义 g? : C([0, T]; 
Ho) — C([0, T]; H) (Z7 (l0, T]; V) 为 


g(h) =w, WRA- n v(s)ds, v € L?([0, T]; Ho). 
0 


如 果 h 不 能 表示 .上 面 形式 , 则 定义 g?(h) = 0. 

由 定理 6.1.5 可 知 , 只 需 验证 条 件 (H1) 和 (H2) 成 立即 可 . 注意 到 引 理 6.2.1 已 
经 验证 了 (H2) 成 立 . 因此 只 需 验证 (H1) REPT. 

由 于 .Sw JE Polish 2218), 利用 Skorokhod ARET WA My BEBUSERS (6. , 0, We), 
使 得 (Ge, We) 的 联合 分 布 和 (ve, W) 的 联合 分 布 相 同 , 6 的 分 布 也 与 v 是 一 致 的 ， 
FE & 依 拓扑 收敛 到 v. 

定义 We = Uy, (t) — uo(t), |- las. 表示 Hilbert-Schmidt YER. 应 用 由 Gyöngy 
和 Krylov 证 明 的 Itó 引 理 可 得 
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luf v | wlas 

t € 13 2 
=- | te) us (e (9) +5 | 1o e, (997) s ao 
+f (a(s, uv. (8))ve(s) — als, ux (s))v(s), we)ds 
«vef (we (s), o(8, us, (3)) AW (s)) 
Le 


—a(s, u,(s)))QV? Iis. |ve (S) lolwe(s)1ds 
+ [| Iesse ~ Sl Gas 
eve f (nt ) e (s, us, (5)) WW (s) + E [Ies (9 P sd 
直接 计算 可 得 
tw COP + f scolas 


2 t 
«f [we (s)? Is Pas + f lca + E f luelZlwe(s)i2ds (6.2-5) 
#3 oto) vtae f welas + Sx f (+ (PAs 


t 
十 VE n (we(s), e (s p (5) . 
0 
定义 停 时 序列 
TN,, =T A inf t : n {ljus(s)||? + llus, (s)| P1 ds > NER sup lus(s) > N, 


或 sup lus (S) > N 


BET 是 [0,7] 上 的 任意 一 个 数 , 在 区 间 [0, To ^ tye] 上 对 不 等 式 (6.2.5) 取 上 确 界 
后 得 到 


( sup wo) 5 [7 olas 


OxtzTo^TN,c 
1 offene 2 2 2 2 E 
«L[ 7 tls) PCP + Leld + 5K N) 
0 


To^TN,c 
+; ff le(s, uv (s) (v (s) — v(s))?ds 


v 
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fA Burrkholder-Davis-Gundy 不 等 式 可 得 


2VeE tl ro [we (s)? (s, flats) | 


< ve(B| sup Gef lesione) 


O<t<STATN,€ 


evel sup 


OStS ToATN,c 


] (osos aw 


« Ve (| sup d + 2K?(T N)) « oo. (6.2.6) 


OStSTATN e 


再 由 Gronwall 不 等 式 及 停 时 TNye 的 定义 可 得 


TATN,e 
sup welt) +2 J IIwe(s) {Ids 


1 
20 SST At 
< [E [77 wea + Leds 
itr [7 o etat 

«vel sup 


O<t<TATN, 


[ wel) ous aw 


Me (6.2.7) 
固定 N, 容易 证 明 对 适当 的 常数 C, 都 有 


C 
liminf P(rve =T} > 1- c. 


注意 到 不 等 式 (6.2.6) 表明 , He — OW, net f (we (s), a(s, us, (8))) dW (s) 
依 概率 收敛 到 0. ve TE Su PAKAR v, 由 不 等 式 (6.2.7) 可 知 , 24 6 一 0 时 . 


3 sup w(t)? +f los(sjll2as 依 概率 收敛 到 0. 从 而 定理 得 证 . o 


Oxtx 


$6.3 ”加 性 Lévy 噪声 驱动 的 Navier-Stokes 
方程 的 大 偏差 原理 
关于 Lévy 过 程 驱动 的 随机 偏 微分 方程 的 大 偏差 原理 的 论文 不 多 , 目前 能 找到 


相关 文献 是 Michael 和 Zhang 在 2007 年 的 第 一 篇 文献 [18], 他们 考虑 的 是 具有 
Lipschitz 系数 的 情形 . 关于 纯 跳 过 程 驱动 的 有 限 维 随机 发 展 方程 解 的 大 偏差 原理 ， 
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参阅 文献 [2]. Xu 和 Zhang 在 文献 [25] 中 研究 了 Lévy 过 程 驱动 的 随机 Navier- 
Stokes 方程 大 偏差 原理 . 正如 文献 [25] 中 所 指出 的 , 研究 Lévy 过 程 驱动 的 非 线性 
发 展 方程 的 大 偏差 原理 , 主要 的 困难 在 于 处 理 较 高 的 非 线 性 项 的 估计 , 为 此 , 需要 
对 解 的 能 量 泛 函 给 出 指数 估计 , 以 及 对 近似 解 给 出 指数 收敛 估计 等 . 

4 W(.) 是 政 值 的 布朗 运动 ,b 是 五 中 的 常 值 向 量 , f 是 从 茶 个 可 测 函 数 空间 
X 到 五 上 的 可 测 映 射 , 且 满 足 假设 


VA |f (a) |? exp (al f(x)|)v(dz) < +00, va > 0. (6.3.1) 


Np(dt,dx) 是 (0,00) x X 的 具有 强度 为 n» 的 补偿 Poisson WE, v 是 B(X) 上 是 
o- 有 限 测度 . D([0, T]; H) 表示 从 [0, T] 8] A AYA Càldàg 轨道 ( 左 连续 右 极限 存在 
ee 组 成 的 集合 , 赋予 一 致 收敛 拓扑 构成 的 空间 


Lp = b+ WO + = 人 f(a) Na(ds,dz), (6.3.2) 


由 文献 [1] 可 知 , Lévy 过 程 (L^, 2 1) 的 分 布 在 D([0, 1]; H) 上 满足 速率 函数 为 Io 
的 大 偏差 原理 , 其 中 


- | J EAs, ec D((0,1):H).9' e (0.1) 8) 
0 一 0 


(6.3.3) 
00, 其 他 ， 
其 中 , 对 任意 的 Le H, 
= [lee 69.0 - 1 GG, Dde) + (QD + (60) 
F*(z) = sup((z,/)-F()], z€H. 
IEH 
Wt Zea) 是 下 面 随机 线性 微分 方程 的 解 
dZ” + AZ” = Ż f f(x) N, (dt, dz). (6.3.4) 
n Jx 
BEST a 
=D z, eije Tv € H. 
设 Z™™(t) 是 下 面 的 随机 线性 方程 的 解 
dZ"" + AZ™™ = 1 f Pm f (£)Ñn(dt, dx), (6.3.5) 
nJx 


则 Z7" = n(Z"-"(t) — Z^(t)) 是 下 面 方程 的 解 
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dZ"" + AZ™™ = L n (P f (2) — f (z)) Nn (dt, dz). (6.3.6) 
X 
用 文献 [24] 的 方法 可 以 证 明 Lévy cee 2 维 的 Navier-Stokes 方程 
人 = — Au” (t)dt — B(u”(t))dt + bdt + AW «xf re f(z) Ns (dt, de) "m 
u^(0)— ug € H 


在 空间 L?([0.T]; V) n D((0, T]; H) 中 存在 唯一 的 解 . 

为 建立 大 偏差 原理 , 我 们 需要 下 面 的 指数 估计 的 结论 . 

引 理 6.3.1251 引 理 31 如果 g c C2(H), 则 MY = e9(X?)-9(mz)-Joh(X?)ds 是 
Fr By RR, 其 中 


hy) e - (Ay X BG). (9) ) en +5 3 5 (Ug 0) 9) + Oenes) 
k=1 
m f elut (0) gt) -1—(9 yda). (6.3.8) 
X 
引 理 6.3.20513 3.2 
lim lim sup log? ( sup |u;'| > r) = 一 cc. 
T> mn 一 0<t<1 
引 理 6.3.31251 引 理 3.3 
1 
im tim sup Hoge (( f jue Pat) > r) = 一 co， 
引 理 6.3.4052 34 对 任意 的 5> 0, 都 有 
lim lim sup ~iogP( sup |Z” — Zp | > ) = —oo. 
m—99 noo T O«t«1 
对 任意 的 g < D(1;H) 且 9 e L'(0,1; H), 定义 $y) < D(o.1; H) ^ 
L?([0, 1]; V) 是 下 面 方程 
t l t 
éx(g) = x -f Adgs(g)ds -f B(¢s(g))ds + g(t) (6.3.9) 
0 0 
的 解 . 对 任意 的 he D([0, 1]; H), 定义 
I(h) = inf {Io(g) : h = $(9),g € D([0, 1]; H)}, 


空 集 的 下 极限 为 cc. 
为 证 明 大 偏差 原理 , 需要 先 证 明 下 面 三 个 引 理 , 为 便于 阅读 , 我 们 给 出 这 三 个 
证 明 的 主要 思路 , 详细 证 明 参 阅 文 献 [25]. 


- 210 - 第 6 章 ”随机 偏 微分 方程 的 大 偏差 原理 


引 理 6.3.5[2513 引 理 41 映射 $8 从 D(I0,1; V) > D([0,1]; H) n Z?([0, 1]; V) 按 
照 一 致 收敛 拓扑 意义 下 连续 . 
证 明令 vlg) = px(9) — gt), W velg) 满足 下 面 的 方程 
vlg) =£ -f Avs(g)ds -f Ag(s)ds -/ B(vs(g) + g(s))ds. 


下 面 只 需 证 明 v() : D(0,1 V) > D(f0, 1; H) c L?(0,1]; V) 是 连续 的 , 即 证 明 对 
序列 (o. Y2..,9 € DCO, 1; V) 满足 lim, sup |lgn(t) — 9()|| = 0, 则 有 


利用 能 量 估计 的 方法 得 到 


sup CACK (6.3.10) 


v 1 
im ( sup lw) to f Iveta) ~ (oo Pas) = 0. 
o<t<o 0 


O«t«1 
1$: sup |lg(s)l? 


C. sup cit) |e E 
V O«t«l 


1 
< ler + 人 sup |lg(s)||2 + 
V o«t«1 
R 


t 
= J llvs(g) ?ds (6.3.11) 
0 
1 
«ite Bt( sup |lg(sjl2 +16 sup llg(s)ll? Mi(g) + 16c? sup lac). 
V VXOxs«t Oxs«t O<s<t 


其 中 
ws) = [jer +0( sop Nts? E sup ton. 


由 于 dim sup |lgn(t) 一 9 的 | = 0, 则 存在 依赖 于 UP lig(£)]|? 和 [x]? 的 常数 
了 一 co O<t<1 <t<l 
C,(x) 使 得 


llvs(gn)ll ds < Co(z)， n2z1 (6.3.12) 
0 
利用 双 线 性 算 子 B 的 性 质 和 链 式 求 导 法 则 可 得 


1 
lv (95) — vlg)? + 2 llus (gn) — vg) ds 
«1 f hoalo) - stolas +Z fist e os OD lela) = vds 
V Jo 0 
t 
DE 人 (Is (gn) ll + Hos CST? - Hon (5) — 9(8)IPds 
E 人 ‘esI IC - len s) — oS) 
0 


V 


l^ds. 


+ 
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由 Gronwall 不 等 式 可 得 


1 
sup Noi(gn) — wg)? + 20 f llvs(gn) — vs(g) lds 
Oxt«1 0 


c t 
< (E [ttes os + hon SD lloat) = Pas 
1 c H 
+2 ff testo = goas) x (S f stone escis) 
< (2+ E) o) suv lost -oO 


v 


4& n 一 oo 即 可 证 明 引 理 6.3.5. 口 
S um 是 方程 


t t 
Ud MT. B(ut")ds + bt 


hf [mos n (ds, dz), (6.3.13) 


其 中 b™ = Pmb, We" = MS = Pnf(2). 4 up" = up" Zh", ae = 
-Zr,W 


t t 1 
ae” Lg [ Aa®™ds 一 [ B(uz" + Zp )ds + bt A 


w= f sagas- | Ba De Zp)ds + bt + Wr 


引 理 6.3.6[251 引 理 42 对 任意 的 5> 0, 都 有 


m limsup — lor( sup luz" — u| > 5 = 一 co. 
<t 


—99 n= «i«1 


证 明 ”注意 到 


P( sup [up ” —ug| > ) 
0«t«1 


ó n n Ò 
<P( sup |i,” — u| > 5) +P( sup |Z," — Zil > 3): (6.3.14) 


O<t<1 o<t<1 


由 文献 [18] 的 引 理 5.6 可 知 


ó 
lim limsup - ioe P( sup |Z" — 27|> 5) = 一 co， (6.3.15) 


T1—O00 n= Oxt«1 
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Jb, 只 需 证 明 对 任意 的 5 > 0, 
lim limsup 一 + tog P( sup ju?" — ag|» 5) = 一 co (6.3.16) 
M700 noc A O<t<1 2 


成 立即 可 得 证 该 引 理 . 
为 此 , 定义 停 时 


^ 1 
Tı m = inf{t 2 0, ju" (t) > M}, Tw2,m = inf t 2 0, f ||u?|lds > m} 


也 可 以 类 似 地 关于 um, gem, zn 定义 停 时 To TEE Mn Ta Ta M TZ TM 
TOM: 再 定义 


n,m _ ph n n,m nym nym nym n n 
TM = Tu,1,M A Tu,2,M A Tu,1,M 人 Ta 2,M 人 TZ 1M 人 TZ'2,M ATZ1,M ^ TZ 2.M 


及 
anmaya{ sup wei MO sop nn < ar} 
o<t<1 O«t«1 
N s im er [me e< m}, 
O«t«1 o<t<1 
1 1 
Bum (w) = { f lu? "ids < m} N { f lluz| ds < m} 
0 0 
1 1 > 
N{/ llZz'|^ds < m} a |Z? ||?ds < m}, 
0 0 
1 
~ sup IZ? — Zł] < bo, | zr" — zrlfat < io}. 
O<t<1 0 
一 TW m n Ité 公 { 到 
对 Ce Yeast, ATS) | 运 运用 o 公式 后 得 | 


tAT he PATE. 2 
sup ur" - arem | 09 nano _ gn|i*ds 
O€Xs&t^Tw ATSC m 0 
au MATEO 3 "me —17, n -n,m zn 
a] Bae" 4 Zr) — B(G? + Z7),up" — UE) Ids 
0 


m 


ATQ ATP 
+f M No apm an, p^ -blaž f Y Aids 
0 


i=m4+1 


sup 
mim 
Vn METES INV AT 55 


由 B(.) PLR EE RANA Gronwall 不 等 式 可 得 


n (ao^ — g^, aw — dW,). 
0 


$6.3 ”加 性 Lévy 噪声 驱动 的 Navier-Stokes 方程 的 大 偏差 原理 - 213 - 


lim lim sup 二 0g P( ， sup jap” — ap |? > 5) 
MOS n—oo <t<l 
-nm 2 、 52 
< lim limsup 一 slog P( sup lu" — ut? > 8) 
mIo n—-00 OKESIAT UY AT 


V um. lim sup = 1 log P ((A'^")*) 
M m lim sup = ~ log P((B™ me jv lim lim sup — > log P((C™ mye) 
< (2 log (Baotou) + 2cC2, — 4log 5) v —R. 
S 50 — 0, 得 到 
lim lim sup — tog P( sup [uy — uf |? > AE 一 五 . 
一 ?9 O<t<l 


由 R 的 任意 性 即 可 证 得 该 引 理 . 口 
对 任意 的 ge D([0, 1]; 五 ), 定义 om (g) 是 下 面 方程 


t t 
br (9) =2- n Ad? (g)ds — f B(o(q))ds + Prg(t). 
ajg 6.3.7!2513( 理 43 对 任意 的 7> 0, 都 有 


lim sup sup |éf'(g) — éx(g)] = 0. 
m> [g:Io(g)&r) O&t«1 


WEAR AEB g€ (g:Jo(g) <r}, id Zi^(g) 和 Zi(g) 是 分 别 是 下 面 方程 
Zr(g) = — f AZ" (g)ds + f Png! (5), 


s Z(g)-- f "AZ, (gyds + f ‘gs) 


的 解 , 令 urla) = gr(g) — Z^ (9), v«(g) = Alg) — Ze(g), JU vi (g) 和 vl) 分 别 满足 
下 面 的 方程 


vr o=- f Avr (gas - f Bí B(v?*(g) + Z7 (g))ds, (6.3.17) 


t t . 
u(g) =x -f Avs(g)ds -/ B(vs(g) + Z4(9))ds. (6.3.18) 
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注意 到 id 
3a A OP = —v|IZ«(g)ll? + (g' (t), Ze(9)). 
直接 计算 得 到 


1 1 2 
u "OE V s ?ds « ! . 3. 
m Ze)? +4 [ etna <16( f lo (lds) (6.3.19) 


SCAR [15] 的 引 理 53 可 知 , 存在 正常 数 M 使 得 sup J ylds < M, Bl 
g:lo(g)&r) J0 
此 存在 常数 依赖 于 M 的 常数 CL, 和 02, 满足 


1 
cup Zlo)lds Ch, | sp f Zi ds Ch. (6.3.20) 
(g:Io(g)&r) {g:lo(g)<r} 40 
利用 链 式 法 则 计算 得 到 


2 2ds 8 nm 2. 2ds 8 ! 2. 2ds 
cad ty f oas <È f eP zs Pas + S IZo Zoas 
由 Gronwall 不 等 式 可 知 , 存在 常数 依赖 于 M 的 常数 CR, 和 Ch, 满足 


1 
sup sup |u:(g)|ds € Cj. sup n llu(g)]| ds < Ch, (6.3.21) 
0 


{g:fo(g)<r} O&t&1 (g:Io(g)&T) 


FH (6.3.17) 和 (6.3.18) 可 知 , 存在 依赖 于 M 的 常数 Cm 满足 
PEO -DP 2 f Ie) — v« Ola 
0 


t 
< f lv (g) — vs(g)lds-- sup | sup |Z" (9) — Z«(9)lCu 
0 


{g:lo(g)<r} 0&t«1 
T n lu? (g) — ve (0)? (Iles IP + ILZT (gl) d 
0 
由 Gronwall 不 等 式 可 得 


cup sp P(g) -ml «(sup sup Vin 9) —Zel0)ICae ) Zu (6:32) 
{g:lo(g)<r} OSt&1 (9:Io(g) &r) 0&t&1 


由 文献 [18| 的 引 理 5.7 可 得 


lim — sup sup |Zi"(g) - Zi(9)|? = 0. 
MOO (5: o (g)&r) 0«t«1 
对 方程 (6.3.22) PIS mm 一 oo 即 可 得 到 该 引 理 . 口 
综合 引 理 6.3.5— 引 理 6.3.7, 利用 文献 [0]. 中 大 偏差 原理 中 的 广义 压缩 映像 原 
理 可 以 证 得 下 面 的 主要 定理 ; 
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定理 6.3.125] 定 理 41 ”假设 pn 是 方程 (6.3.7) 的 解 u^ 的 分 布 , 那么 {n,n > 1} 
在 空间 D(i0,1]; H) 上 满足 速率 函数 为 了 的 大 偏差 原理 ， 即 
(i) 对 于 空间 D([0,1] H) 中 任意 的 闲 集 F, 


， 1 ， 
lim sup 7 08A (F) <- inf I(h). 
(8) 对 于 空间 D([0, 1]; H) 中 任意 开 集 G, 


1 
,el Z: 
lim inf logun (G) > — inf I(h). 
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这 一 节 研 究 分 数 布朗 运动 驱动 的 随机 微分 方程 的 大 偏差 原理 , 其 内 容 主 要 参考 
文献 5]. 

x T = (0,1), 分 数 布朗 运动 W = {zx € C(T;R) : z(0) = 0}, 并 在 W ERODE 
确 界 范 数 , 记 W 的 强 拓扑 对 偶 为 W, 对 于 Hurst 23 H € (0,1), id Pa AW 上 
的 唯一 的 概率 测度 , 使 得 分 数 布朗 运动 {Wher 是 Hurst 参数 为 H 的 典 则 过 程 ， 
其 协 方差 算 子 Rp 为 


C I'(2 — 2H)cossuT 
Ruy(s,t) = -E (gun OB _ jt _ s), CH= lon (6.4.1) 


考虑 分 数 布朗 运动 驱动 的 随机 微分 方程 
Xi 二 7 十 n Kg(t, s)b(s, Xs)ds + f Ku(t,s)o(s,Xs)dBs, tT, (6.4.2) 
0 0 


其 中 n ER, o(t, x), b(t, xz): T x ROR LAM. 

为 了 证 明 随 机 微分 方程 的 解 满足 大 偏差 原理 , 我 们 需要 下 面 的 重要 定理 

定理 6.4.17) 设 刀 是 实 的 可 分 Banach 空间 , Ag 是 定义 在 概率 空间 (Q, F, P) 
上 的 B- 值 随机 变量 组 成 的 线性 空间 , OA: B 一 [0,cel 是 好 的 速率 函数 ， 且 
Ka = U Palr), A: B > B,G : Ap > Ag, F : Bx Ka > B, (X*)eso X. B- 
ME Ea. 假设 : 

(a) B C Ag; 

(b) 对 任意 的 了 ZE B,r > 0, F(z, ur) 是 连续 的 , A, F 是 Lipschitz 连续 的 ， 
即 存在 正常 数 Ki 及 {K(7)}r>6 使 得 


A(z) - AG)I| < Killz — ull, Vey € B, 


IF (x6) - Fy, pl € Kle- vll, Vay € B,ó € Valr). 
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(c) X* € Ag, B X* = A(X*) + /EG(X*) a.s.. 
(d) G 是 指数 连续 的 , vp EAE E 4 M 90, 4460 048 HEX IS (XE (XS) C 
An, 都 有 


tim e log P(e? ||G(Xf) - G(X > Vô, IX — X$l| < 6) < - M. 
(e) {X }]->0 是 指数 胎 紧 的 , 即 对 任意 的 M > 0, 存在 一 个 紧 集 Cm C B 使 得 
lim e log P(X* ¢ Cm) < —M. 


(f) 对 任意 的 x c B, B- 值 随机 变量 X5, £ = A(z) 十 a3G(z),e >0 A B v ib 
足 好 速率 函数 I 的 大 偏差 原理 , 其 中 


I*(y) = inf{A($) 26 € Ka, F(x, ¢)=4}, y € B, (6.4.3) 


NAX I: B 一 [0,00], (x) = inf{A(4) : ¢€ Ka, F(a, ¢)= zx], ze 号 是 速率 函数 
(不 必 是 好 的 ), 序列 ve = (Po XE) 满足 上 大 偏差 界 估 计 . 

定理 6.4.27 hy 是 可 分 Banach 空间 E 上 的 高 斯 测度 ,， 5 是 从 可 分 离 
Hilbert 空间 H 3) E LM ARAM, 且 满 足 


S'i = f I(a)2dv(z), VLE E’, (6.4.4) 
E 
Xcb SUE —H'—H X S HH. 对 任意 的 = > 0, v 是 定义 在 E 上 的 概率 测 


Æ, Bp 
v(C)-v(reE:cizeC) VCeB(E) 


则 iv} Æ E LARRFE BRA Is 的 大 偏差 原理 , 其 中 
iota) = int Ll he Hsu) =a}, zee. (6.4.5) 


定义 


对 pe Ag, 记 
a,—(1—pHo) ^, LẸ = |] IAT) 
Q7, 
定理 6.4.30] w b 和 关于 第 二 个 变 元 是 Lipschitz, 且 关 于 第 一 个 变 元 
是 一 致 的 , 并 且 存在 xo, yo ER, Qa > o1, Qo > 202 满足 


b(.,zo) € L™(T), o(a, 20) € LE(T), 
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则 方程 (6.4.2) 存在 唯一 的 解 {XijieT, 而 且 对 每 个 pe An Nl, 00), RA 
sup E[| X,|?] < oo, (6.4.6) 
ter 

并 且 当 0 有 界 时 , MX 还 是 连续 的 . 


引 理 6.4.1098 42. — 3 (f())er 是 有 界 的 非 可 料 实 值 过 程 , 0 < a <H, N 
对 任意 的 a > 0， 


P(| n | Kaul., s) foan | > a) < Ole“ (°C (6.4.7) 
其 中 0 < Ci = Ci(a, H, ||flloo) < oo. 特别 地 


p( ap, |f Ren 
证 明 ”由 Kolmogorov 准则 可 知 , 随机 过 程 t — I(t) = f Kg(t,s)f(s)dBs 是 
o-Hólder 连续 的 . 固定 0< s <t< 1 定义 


gts(7) = lscrstK u(t, 8) + leedKn(t,r) - Ku(s,r), reT, 


>a) < Ce (02-0, (6.4.8) 


则 有 
1 
I(t) - I(s) = f aualr)f (r)dB... (6.4.9) 
ET. . 
My = Cz (t s^ n gus(r) f(r)dB 


^, 一 上 "M. 1,8 
M, = Cg es) f YE Be u ET. 


由 tô 公式 可 得 
d(1 + M2)à 
- 30 M2) gl. fear - T+ MD-igh (NFP Oar MZ. (64.10) 
作 随 机 积分 的 时 间 变 换 , 选择 布朗 运动 (W.)uer 使 得 


u 2 2 
Ma = Wu Tu) =0p t-s)” n MH Oar 
因此 


u 
r(u) <Cqi(t— s) lfl n 9 (r)dr, 
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t 8 ^ 
= Cg (t s)?*l|fII2, | f KS (t, r)dr+ n (Ku(t,r)-Ku(s,r))?dr 
Ei 0 
< (£— siBUt-9 1, 
由 (6.4.10) 可 得 (1 + M2)? «1-- sup|WA| + Ci. 因此 
t<1 
M? < a + sup WP)". Eje? Mi] = C3 < oo. (6.4.11) 
t<1 


定义 
1 1 I(t)—1(s)|2 
VO) =e oL pla) =a", v= | f eo? Et dtds. 
由 (6.4.9), (6.4.11) 可 得 


1 1 
n) < J n E[e? ^ |dtds < C3. (6.4.12) 
0 0 


icio [ f (EQ) aas 


由 文献 [27] 中 的 313~314 页 的 讨论 和 (6.4.12) 得 到 


因此 


I) -EA < Ca(v/Tiogn] + 1)it — sl, (6.4.13) 

ER 
P(IC)la > a) < Pln > ec 9] < see Y. (6.4.14) 
因此 , 该 引 理 得 证 . 口 


引 理 6.4.2 上 回 引 理 43 mito fob AR, 且 关 于 第 二 个 变量 是 Lipschitz, 关于 
第 一 个 变量 是 一 致 的 , 则 方程 (6.4.2) 存在 唯一 的 连续 解 . 
证 明 ”假设 f 和 9 是 方程 


S(h) = n+ [ Ku(t, s)b(s, S(h)s)ds + [ Ku(s,t)o(s, S(h)s) -h(s)ds, teT 
(6.4.15) 
的 连续 解 , 则 有 ， 
l- gl <C J \Ku(t,s)ldeds, Vte T, (6.4.16) 
0 


其 中 hi = |fe — gel (1 + ltl) e LT). 因此 


t t 3 t 2 
f |K u (t, s)|ġsds < pi |Kar(t, spas| n Wi « D«oo. (6.4.17) 
0 0 0 
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当 > 工时 ,定义 

q(t) = {Kaltsas [7 Kuere ds [7 Kulan sn) dom, 
由 文献 [6] 的 引 理 3.3 可 得 


Ife — 9 < DOKP H) — 0. 


定义 
及 = 


t t 
=n +f K g(t, s)b(s, f? 1)ds +/ Ku(t, s)o(s, f? )h(s)ds, teT. 


由 于 Kal T) c W, W (fp) 是 连续 的 , 再 记 olt) = | 天 ”一 大 | 则 由 和 迭代 可 知 
ag(t) < of |Ki(t, 8)|(1 + |hs|)ds < D, 
an(t) < C n ' IK at, 8)|an—1(s)(1 + |hs|)ds < C^ DET? (0. 
利用 文献 [7] 中 的 定理 3.3 WA, os (t) 关于 t 一 致 地 收敛 到 a(t), H a ER 
(6.4.15) 的 解 . 
引 理 6.4.301208 44 BF CW, 高 斯 过 程 
Yf=n+ f Knit, s)b(s, fs)ds + VE [ Ku(t,s)o(s,fs)dBs, teT. (6.4.18) 
Q 0 
证 明 ”不 失 一 般 性 , 只 证 明 b= n= o 的 情形 . 在 W 中 考 虚 高 斯 测度 v 
. —1 
v = Py o (/ Ku. ror, dB】 . 
TE, 对 任意 的 n € W', 
[Powe 
一 NE : r\o ° s,r)o(r, fr)dB,| edn(t)dn(s 
- [ [ x(L [| eo 1948. x | [Kaleo t) [panoan 


-f 人 f Ky(t,r)Ku(s,r)o7(r, fr)drdn(t)}dn(s) 
o JO JO 


-f nS pn fr)dr. 
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因此 , 对 任意 的 he Hy, 


EI soono = f ! n Kat rnt) ors fèar, 
这 表明 1 1 2 
Spill, = f | [Kat Dano] ee far : 


引 理 6.4.40] Mnt (vew EW 中 满足 好 速率 函数 I AAA EUR 
理 , 其 中 


I(h) = inf (gel :he IPP(T,h()— f Ku, scs (6.4.19) 


定理 6.4.4541 Bik o e DR, 且 关于 第 二 个 变量 是 Lipschitz, 关于 

第 一 个 变量 是 一 致 的 . 设 Xs 是 方程 (6.4.2) 的 唯一 连续 解 , 则 随机 过 程 徐 (X*]e 
在 W 中 满足 好 的 速率 I(f) 的 大 偏差 原理 , 其 中 

10) = S Flier h e Hp f= S0), (6.4.20) 


S(h) RHA (6.4.15) 的 唯一 连续 解 . 
证 明 ”定义 B=C(T), As 为 所 有 实 值 连续 适应 过 程 (Fiber 的 集合 , 定义 算 
FA:B—[0,0],A:B>BMRT G: Ap — An 如 下 


1 
oO, o¢ Hi, 


A(f)e= n f Ky (t, s)b(s, fo)ds, 
so - [ K g(t, s)o(s, Xs)dBs, 


F:BxHı >B, F(f, j = Ssh). 


再 定义 
ft) =o" le X» — o(s, X2)] lix:ty-xz(0|«ó tET, 
则 由 引 理 6.4.1 可 知 , 24 = 一 0 时 ， 


c log Py (a sup |G(X2),| > à, sup |X2(t) - X2(t)| < s) (6.4.21) 
O<t<1 o<t<1 


xePu(| f Kul, SF), > at) 一 —oo. (6.4.22) 
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下 面 定 义 紧 集 
Cm —ize€C(T):[x« M, M>0,0<a<H, 


则 当 s c t Py, 


t s 
| f Kn(t,r)b(r, X®)dr — n Ky(t,r)b(r, X®)dr 
0 0 


< Dy(t — 8)". (6.4.23) 
由 引 理 6.4.1 和 估计 式 (6.4.23) 可 得 


lim lim elog Py(X* ¢ Cy) 
M —oo £0 


< lim max { Timelog Pu(| | Ka btr, Xs)ar| > X) 
M oo £0 0 2 


o 


im clog Pu (| f Kul r)alr x)ar| > 3) = 一 co， 
E> 0 a 


如 果 f e C(T), 则 由 引 理 6.4.3 可 知 , 函数 能 Xo = nc e3 B(f) 在 C(T) 中 满足 速 
率 函 数 为 15 (5) 的 大 偏差 原理 , 其 中 


H(t) =int [ llli :$ € Hy he FLA) 
由 定理 6.4.1 可 知 , 大 偏差 的 上 估计 成 立 . 
接 下 来 证 明 下 估计 , 为 此 , 只 需要 证 明 对 每 个 f e C(T) HI(f) «oo, R6n> 


0, 都 有 
lime log P( s SUP IX? — fil < 5) 2 —I(f)—7. 


选取 o c H, 使 得 fS) E 2lgl2cm < I(f) +. Hi Girsanov 定理 可 知 , 过 程 
Ř; = Bt — Jet ce T 是 关于 概率 测度 P — el ve Jo 9 Bex So lba p 的 布朗 运 
动 . & Xe fate T. B Xr 满足 随机 方程 


t - 7 i 7 
Kae} f Ka(ts)ots, Xt + f))aB, + | Ky(t,5)|b(s, X + fs) — bls, fo) | ds 
0 
" n Ky (s,t) [es Xs + fs) — bls, f.) ds. (6.4.24) 
0 
定义 AP ={ sup | 年 < ob, 则 有 
O«t«1 


pla) = f cL dei btBet de eaa qnd gita f e ve fo haB gP, 
AE AE 


再 利用 Holder 不 等 式 和 Jensen 不 等 式 可 得 
slogPUe) > —I(f) — n + log PAS) ~ VEB py ae d 22523 | 
0 
这 表明 只 需 证 明 对 任意 的 © < eo, log P(A*) Bl Epa ( Í i bdgB) 都 有 界 即 可 . 


J- 


FEW 0R, PUE) 51, 为 此 , 只 需 证 明 当 e — OF, | sup |X 


o<t<1 
0 即 可 . 事实 上 , 4 充分 大 且 e < eo 时 


Bp||Xs | | «oti +f Ky(t,s)Ep| |X sl Jes}, 


其 中 C, 不 依赖 于 e, 并且 
< cy e (K71)(9. (6.4.25) 


X 


因此 , 25 € 一 0 时 ， sup Es | ‘| < O? — 0. 由 文献 [6] 中 的 引 理 3.2 可 得 


1 
< sup | K} (t, 引用 za 5 (6.4.26) 
t«1 0 


当 s 一 0 时 , 由 文献 [8], AA (6.4.25) 和 (6.4.26) 可 得 
Eg | sup sr] «o +E| sup f. K5 (s, 81)| X, às) 


«e, + sup Bo (zl )as) 0, 


Esya ( f EXE Pas za. ( [ budpBr) aP 
< Gan sus (f dedp B.) ) peace = EUS, het) AU ina) | 


P(A®)3 
因此 由 指数 胎 紧 性 和 下 界 估计 可 知 , 速率 函数 是 好 的 . 口 


由 于 
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这 一 章 主要 介绍 测度 吸引 子 的 概念 和 存在 性 证 明 方 法 , 随机 Navier-Stokes 方 
程 和 随机 发 展 方程 的 测度 吸引 子 的 存在 性 及 相关 性 质 ,本章 内 容 主要 取 自 于 文献 
[3], [4], [6] 及 文献 [7]. 


87.1 测度 吸引 子 的 概念 及 其 存在 性 


前 几 章 应 用 随机 动力 系统 理论 研究 了 随机 吸引 子 的 存在 性 及 其 性 质 ， 从 概率 
测度 空间 上 生成 的 Markov 半 群 出 发 来 研究 随机 微分 方程 的 初始 测度 的 演化 行为 ， 
研究 测度 吸引 子 的 存在 性 等 较 早 的 工作 参阅 Morimoto 的 研究 M. Schmalfuss 的 
TE Ub 表明 , 该 定义 对 独立 同 分 布 映射 的 乘积 系统 也 同样 适用 . 而且, 他 还 研究 了 
Banach 空间 中 某 些 随机 微分 方程 的 吸引 子 ，Crauel 等 的 研究 是 表明 , 当 相 应 的 随 
机 动力 系统 存在 随机 吸引 子 时 , 在 系统 状态 空间 上 确定 性 概率 测度 上 可 以 定义 紧 
fe. 事实 上 该 紧 集 即 为 概率 测度 中 某 些 集合 上 Markov 半 群 的 吸引 子 . 

在 研究 测度 吸引 子 的 性 质 时 , 需要 重点 考虑 概率 测度 吸引 子 的 两 种 可 能 的 推 
广 . 首先 , 研究 在 状态 空间 上 的 Borel 概率 测度 构成 空间 上 定义 的 随机 动力 系统 的 
行为 , 并 考虑 由 此 在 确定 性 测度 上 定义 的 新 的 随机 动力 系统 . 随机 集 吸 引子 上 所 有 
概率 测度 构成 的 (随机 ) 集 即 为 测度 上 随机 动力 系统 的 集 吸 引子 . 随机 动力 系统 的 
不 变 测度 是 状态 空间 中 随机 概率 测度 集合 中 的 基本 元 素 . 其 次 , 研究 随机 概率 测度 
空间 上 随机 动力 系统 的 行为 , 可 以 得 到 确定 的 动力 系统 , 并 不 是 随机 测度 空间 上 的 
随机 动力 系统 . 该 动力 系统 是 由 随机 概率 测度 上 随机 动力 系统 对 应 的 斜 积 流 的 行为 
生成 的 . 随机 动力 系统 的 集 吸 引子 上 的 所 有 随机 概率 构成 的 集合 即 为 随机 测度 上 和 斜 
积 流行 为 的 集 吸 引子 ， 基于 对 不 变 测 度 的 考虑 , 重点 考虑 第 二 种 推广 的 可 能 性 . 由 
于 所 有 不 变 测度 构成 的 集合 是 由 状态 空间 中 随机 动力 系统 的 集 吸 引子 张 成 的 .所 
以 , 该 集合 是 随机 测度 空间 中 测度 吸引 子 的 紧 不 变 子 集 . 然而 , 一 般 而 言 不 变 测度 
构成 的 集合 并 不 是 吸引 的 . 

记 空 间 x 上 所 有 Borel 概率 测度 构成 的 集合 为 Pr(X). BR, 当 在 空间 上 定 
义 弱 收敛 拓扑 时 可 得 到 Polish 空间 . 集合 Pr(X) 中 随机 变量 的 可 测 性 是 对 弱 收 敛 
拓扑 生成 的 Borel o- 代数 定义 的 . 

SEM 7.1.1 定义 Polish 空间 了 基 上 的 随机 概率 测度 为 映射 uu: 0 Pr(X), oo 
Lo. 如果 对 P-as. 所 有 的 we ,都 存在 另 一 个 随机 概率 测度 ， 其 相应 的 映射 与 上 
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述 一 致 ,， 则 称 两 个 随机 概率 测度 相等 , 并 记 空 间 X 上 所 有 随机 概率 测度 构成 的 空 
间 为 Pro(X). 

如 果 给 定 函数 f: X x Q 一 RR 满足 下 面 三 个 条 件 : 

1) 对 P-as. 任意 w EN, re f ERAN, 

2) 对 任意 z € X, xi f(z,w) 可 测 ， 

3) w € sup{|f(z,w)|: 2 € X) P AR, 
则 称 函 数 f 为 随机 连续 函数 , 文献 中 也 称 为 Carathéodory 函数 , 所 有 定义 在 空间 
XxgR 上 的 随机 连续 函数 构成 的 线性 空间 记 作 Co (XO. 

定义 空间 Cn(X) 上 的 范 数 |- oo 为 


Hm =f sup |f (£, w)| dP(w). 
Q rEX 
定义 随机 连续 函数 f 在 随机 概率 测度 e 下 的 积分 为 
ut) f f $e) ans ape. 

定义 7.1.2 “对 任意 随机 连续 函数 f, uo uf) 的 随机 概率 测度 空间 Pro(X) 
的 最 小 拓扑 定义 为 随机 概率 测度 空间 上 的 罕 拓 扑 或 称 弱 收敛 拓扑 . 

随机 概率 空间 上 的 罕 拓 扑 是 比 依 概率 收敛 意义 下 的 拓扑 还 要 弱 的 拓扑 

命题 7.1.1018 54 定义 Ky Fan REA 

Alu, v) =inf{e > 0: P{w:d(us,w) > e) SE Vive Pro( X), 

则 在 空间 Pro(X) P, 由 Ky Fan A X A MM wae BAB. 

定义 7.1.3 AE Polish 空间 X, X 上 随机 动力 系统 o 以 及 完备 度量 d. 称 
AMA we Aw) 分 别 为 全 局 点 吸引 子 或 全 局 集合 吸引 子 ， 如 果 以 下 条 件 满 足 

(i) P-as., Aw) ARR; 

(ii) A 严格 不 变 ; 

(ii) A 分 别 吸引 每 个 有 限 子 集 BCX 或 者 每 个 紧 子 集 BCX, 

Jm dlelt, 8-4(w))B, A(w)) 20, P-a.s.. 
附注 7.1.1 BR, 当 4 为 点 吸引 子 时 , HEE TEX AUN 
Jim dlelt, 9 s(w))z, A(w)) =0, P-a.s.. 

现在 考虑 随机 动力 系统 o 在 空间 Pro(X) 上 的 作用 . 由 定义 可 见 , BUR. (ty, 

w) e e(t w) Yo 并 不 满足 随机 动力 系统 的 要 求 , 即 映 射 p 在 空间 Pro(X) 上 并 不 能 


定义 随机 动力 系统 . 然而 , 为 研究 wp 在 空间 Pro(X) 上 的 作用 , 可 以 考虑 如 下 的 动 
力 系统 Pp 导出 的 斜 积 流 (Osher. 
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定义 7.1.4 给 定 空间 X 上 随机 动力 系统 , 称 如 下 映射 日 为 随机 动力 系统 p 
导出 的 斜 积 ， 
O:TxXxQoxXxD 
(t, z,w) +> (v(t, wz, hw). 
由 随机 动力 系统 的 定义 中 有 关上 映射 0,0 的 假设 条 件 可 知 , HO, 是 可 测 的 . 
给 定 teET, 对 任意 (zw) E X xQ, i Bi(7z,w) = 6 人 zw), 且 下 面条 件 成 立 


©o =Id, V(t,w) eX xQ, 
Os = ©: o 9,, Vt, s € T, 


WA (Oder 为 随机 动力 系统 2 FH AR iH. 
给 定 te T, 斜 积 映射 O: 对 乘积 空间 X xO 上 的 函数 与 测度 分 别 定义 为 


O.f(z,w) = (f 0O:z)(z,w) = f(plt,w)z, Vw), f:XxQ>R. 
iu(A) 2 (077A, AEBS, 


其 中 , 随机 动力 系统 (o, 的 时 间 域 为 T, 作用 在 Polish 空间 X E, X 的 o- 代数 
为 B, 可 测 动力 系统 定义 在 空间 (0,8, P) E. 

对 于 空间 X x Q 上 的 斜 积 流 (Oher, 有 如 下 结论 : 

引 理 7.1.12] ”给 定 在 Polish 空间 X 与 可 测 动力 系统 (0,8, P, (Veter) 上 的 
连续 随机 动力 系统 p. 对 于 任意 C6 T, HH O, 是 空间 Pro(X) REH, 并 且 
0, : Pro(X) 一 Pro(X) 在 窜 拓 扑 意义 下 是 连续 的 . 

证 明 ”首先 证 明 斜 积 映射 0, 是 空间 Pro(X) 不 变 的 . 对 任意 C Pro(X), 
OU CU. 对 任意 py cu, 及 任意 ACB x S, 


Oul A) = p(O71(A)) = n((Go 7 (6) Iw) : (20) € AJ). 


接 下 来 证 明 斜 积 流 的 连续 性 ， 由 定义 可 知 , 对 任意 u © Pro(X), 9u(f) = 
KOF) 而 对 任意 空间 BoF 上 的 测度 u, UR u- 可 积 的 可 测 函 数 h: X xN >R, 


成 立 
| Gh du = f hd(0iu). 
Xxx Xxa 


因此 , 为 证 明 ©, ERRIENT ERE, 只 需 证 明 O; 在 空间 Co(X) 上 的 
某 一 拓扑 下 连续 的 即 可 . 

事实 上 , 对 任意 £6 T, 以 及 w EQ, 映射 x Orr, w) 连续 , 对 任意 > 6 x, 映 
Bt w Oz, w) TIA. 所 以 , 对 任意 f € Co(X), z 一 Gd (v) = f(plt,w)a, Pw) 
连续 , 对 任意 z e X, w Ofle, w) 可 测 . 

进一步 , 如 果 f, P A Co(X) 中 两 个 不 同 的 版 本 , 则 由 空间 X 的 可 分 性 , 集合 
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{w : Of (, 0) # @.f'(-,w)} c {w : Fw) * fv) 


是 可 测 并 且 包 含 在 某 一 P- FRH. 
所 以 ， 


lesj -eslw= J sup If (etsi), Be) — gllt, w), Du)| APC) 


< | sup |f(y. hw) — gly, hwl AP (v) = IF — glo- 
yex 


BH 0, : Co(X) 一 Co(X) 在 | - loo 拓扑 意义 下 是 连续 的 . 口 

通过 以 上 定义 的 斜 积 流 (Oer 及 其 相关 性 质 , 可 以 在 拓扑 空间 Pro (X) -EE 
义 连 续 半 群 O(t > 0) 的 吸引 子 , 该 吸引 子 为 随机 概率 测度 空间 的 子 集 , 并 称 其 为 
测度 吸引 子 是 合理 的 . 然而 , 即使 当空 间 Pr(X) 为 Polish 空间 时 , 并 不 一 定 能 保证 
空间 Pro(X) 也 是 Polish 空间 , 进而 导致 了 将 确定 性 流 对 应 吸引 子 扩展 到 非 度量 
室 间 中 的 困难 . 而 且 值得 指出 的 是 在 非 度量 空间 中 无 法 定义 集合 的 有 界 性 , 也 导致 
了 无 法 定义 有 界 集合 集 吸 引子 的 困难 . 

定义 7.1.5 (测度 吸引 子 ) 空间 Pro(X) 中 的 紧 致 、 严 格 不 变 集 合 AC 
Pro(X) 分 别 为 点 测度 吸引 子 或 集 测度 吸引 子 , 如 果 随 机 动力 系统 v 导出 的 斜 积 流 
(Oher 分 询 对 应 每 个 有 限 或 紧 致 集合 TC Pro(X), ZUR A 在 空间 Pro(X) 中 的 
每 个 邻 域 U, AER to = toT, u), RE 


QL CU, Vitto 


EM 7.1.6 ”随机 测度 空间 Pro(X) sp FRE RMA KH, te RHEE 620, 
存在 紧 致 集 Ce C X, 成 立 


(rx7j(Ce) >1~e, YET, 
其 中 , 映射 Tx : ProlX) 一 Pr(X) 定义 为 , 对 任意 BEB, p € Pro(X), 
Cr)(B) = nir (B) = (B x 0) = | tlB) AP) = ED. 
命题 7.1.27 43 a} TC Pro(X), 如 果 下 面条 件 成 立 
(i) 对 任意 的 = > 0, 都 存在 一 个 紧 的 随机 集 w 一 Kelo) REMEDY CT, 及 


P-a.e. AA w, 都 有 
Yo (Ke (w)) 21-& 


(ii) 对 每 个 s > 0, 都 可 在 一 个 紧 的 随机 集 w Kew) 使 得 对 每 个 YET, 都 有 


(Ke) = [roe aPo) 21-e 
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(ii) P 是 胎 紧 的 ， 
则 结论 (i) 可 推出 结论 (i), 且 结 论 (i) 与 结论 (iil) 是 等 价 的 . 

证 明 SAS, 结论 (i) 可 推出 结论 (d). 由 定义 7.1.6 WH, > Ke(w) = Ce, M) 
由 结论 (ii) 可 推出 结论 (ii). 下 面 只 需 证 明 由 结论 (ii) HEM AA (ili). 

对 任意 的 e > 0, 选取 X 中 的 紧 子 空间 C. C X 使 得 P{Kej2z(w) c Ce} > 
1 一 2/2. 注意 到 C. 的 存在 性 可 由 文献 [2] 的 命题 2.15 可 得 到 , 于 是 , 对 每 个 yer, 
都 有 


rx(Oz)=1(Ce x N) = 上 如 (CoJdP(w) 


> n (CsjdaP > J yu (Kaa(w)dP 
Kej2(w)CCe Ke jo(w)CCe 


2(1-e/2? >l-e. 


因此 , MAE. 口 

定理 7.1.1 回 定理 3.11 ”如 果 随 机 集合 w Aw) 为 Polish 空间 上 随机 动 
ARKO 的 随机 吸引 子 , 则 集合 A= (v € Pra(X) : i, (AW)) = 1, P-as.} 为 集 测 
度 吸 引子 . 

证 明 WERA 4 的 紧 致 性 . 

由 文献 [2] 中 命题 4.3 可 知 , 集合 A 是 胎 紧 的 . 进而 应 用 文献 [2] 中 定理 4.4, 
集合 A 是 紧 致 的 . 即 紧 随 机 集合 张 成 的 随机 测度 构成 的 集合 在 弱 拓 扑 意义 下 是 紧 
致 的 . 

再 证 集合 4 的 严格 不 变性 . 

SRUE ABBR ©, 对 集合 4 的 严格 不 变性 , 应 用 文献 [2] 中 引 理 6.16, 对 任意 
v € A 以 及 固定 t, P-as. 


(Oir)(A(w)) = v(t, 8-w)V9_.w(AW)) 
= vaw (07 (t, 0-1) (AW))) 
2 vo Qu ( A(0-10)). 


而 4 为 随机 动力 系统 o 的 随机 吸引 子 ， 得 到 p(t,9-1w)4(3-sw) = Aw), 所 以 
A(0..,) Cp (t, 9w) (Alw)), RI OLA C A. 

另 一 方面 , 对 任意 固定 v € A BUN o 一 (p € Pr(X) : Aw) = 1) 以 
及 映射 wo (p € Pr(X) : plt, 0-w)p = v.) 分 别 为 集合 Pr(X) 的 随机 紧 集 与 
随机 闭 集 ， 由 于 映射 olt, 9w) : Aw) 一 Aw) 是 映 上 的 ,以 及 几乎 处 处 成 立 
v(A(w)) = 1, 由 文献 [3] 的 引 理 3.1 可 知 


wm {p € Pr(X): p(A(Y-1w)) = 1, EAR p(t, 0-w)p = wo) 
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为 非 空 紧 随机 和 集 . 由 文献 [1] 定理 III.9 可 知 , 存在 Pr(X)- 值 随机 变量 w 一 元 ,成 
3E 


To CA(9 10)) =1, 以 及 p(t, Bw) thw = Vow. 


进而 , 定义 n, = Nu, BE ne Ah 以 及 Om — v. MAC OF, Ow)A. 

集合 4 的 吸引 性 . SRB, 空间 Pro(X) 中 紧 致 集合 T, UR A XE 
空间 Pro (X) PRR U, 我 们 将 证 明 对 足够 大 t, Or CU. 

定义 空间 Pro(X) 中 度量 


(une 上 dp (ys) dP(w), 


其 中 , dp 为 空间 Pr(X) 中 的 Prohorov 度量 . 则 由 命题 7.1.1 不 难看 出 , 以 上 所 定 
义 的 度量 在 空间 Pro(X) 中 诱导 得 到 的 拓扑 是 比 罕 拓扑 强 的 拓扑 . 所 以 对 于 空间 
Pro(X) 在 罕 拓 扑 意义 下 集合 A 的 每 个 邻 域 4, 存在 do > 0, 成 立 对 任意 5 < 60, 
集合 A 在 以 上 度量 诱导 出 的 拓扑 意义 下 的 5 WR UA) 包含 在 中 . 

固定 集合 4 在 空间 Pro(X) 中 窄 拓扑 意义 下 的 邻 域 4, 假定 实数 do > 0 RE 


Us (A) CU. 选择 0<5< ĉo, 则 存在 时 间 工 = T(T,6,w), 对 任意 y € T, 成 立 
p(t, 9 )vyo wlMds (A 21-6, t2 T, P-as.. 
因而 ， 
vt, 9_4W) V9 _ [MS CAY] <6, tT, P-as.. 
进一步 选择 足够 大 To, 使 得 P{T > To} < 6. 固定 y, 则 存在 a e A, R 
dp(q(t, 0_1w)¥0_,W, Aw) S 2a + plt, Dw) Yo wU (Alw))), P-as., 
所 以 , HIF t > To, 
/aemaaP= ] ae (et. o ea ias o) AP) 
Q o 
< feat ptt) AUS A AP) + PAT > To) 
{T<To} 
< 40. 
因此 
int, | deemo) dP < 46. 


也 即 对 任意 上 > To, y € T, Ory C Usl A) Bl Y 的 任意 性 可 得 , 对 任意 t > To, 
QT C Las (A). 注意 到 Ua (A) CU, 从 而 4 的 吸引 性 得 证 . 口 
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这 一 节 研 究 半 线性 随机 发 展 方程 的 测度 吸引 子 的 存在 性 , 该 节 内 容 取 自 于 文献 

[7]. . 
考虑 半 线 性 随机 发 展 方程 

du = [Au + f(u)]dt + G(u)dw, t>0, 

1 u(0 —zcH 

的 测度 吸引 子 的 存在 性 , 其 中 H 是 实 的 可 分 的 Hilbert 空间 , HERA ||-||, 算 
F A: D(A) > H 是 强 连续 算 子 半 群 5( 的 无 穷 小 生成 元 , w(t) 是 完备 的 随机 基 
(Q, F, P, Fe) 上 的 Wiener 过 程 使 得 增 量 协 方差 算 子 Q 是 正 的 , 对 称 的 Nuclear 算 
F, f F g 都 是 Lipschitz 连续 的 , HWE 

| f(x) — fG)II + IIE) — GW < Cle — yll, 


(7.2.1) 
IFI + IG < CQ + liell), C » 0. 


可 以 证 明 , 随机 方程 (7.2.1) 存在 唯一 的 Mild 解 , 其 Feller 转移 概率 为 P(t, z, B), B € 
OCH), 其 中 B(H) 表示 H 中 的 Borel o- 域 . & 为 空间 (H, 8(H)) 上 的 所 有 概率 测度 
组 成 的 度量 空间 , 其 度量 de, 为 


dpc) =sup{ f 9d(u-»): lon 1), Viave® 
lellaz = spl + sup (850—002 1 zy en}. 
对 方程 (7.2.1) 的 双边 指数 有 界 的 Mild 解 u(t), 定义 © 的 子 空间 及 其 上 的 


XF T(t): 
v= [nes /Iara < co, 


T()&(B) = 上 P(t,z,B)u(dz), B € B(H). 
引 理 721731 à 的 子 集 MM 是 紧 的 当 且 仅 当 下 面 两 个 条 件 成 立 : 


(1) Jim, sup u((a :llsll > eb) = 0, 
BE 


(2) 对 每 个 c> 0, Mak YO f (ex, 2)? (de) 关于 p € M 是 一 致 收敛 的 . 
k 


lz 中 Se 


下 面 给 出 测度 吸引 子 的 存在 性 判定 定理 
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引 理 7.2.2[71 引 理 3 ”假设 在 V 中 存在 一 个 闭 的 子 集 下 C 亚 满足 下 面条 件 
(1) Y 满足 sup Uu lxi s (dz) : we r} < 00; 
H 


(2) 对 任何 更 中 满足 sup{ | Pula: neY} < oo 的 子 集 U, HH r SO, 
使 得 当 上 > 时 ,TU CY; 


则 称 集合 2 = (Y U TOY 是 测度 吸引 子 , 这 里 的 闭 包 是 在 亚 中 取得 的 . 


sz0tzs 


定理 7.210824 wR A 是 自 伴 的 , 其 特征 值 (A) 和 相应 的 特征 函数 
(ex(z)) 使 得 {ex(x)} 构成 H 的 正 交 基 , E 和 6 > 0, 和 pT? oo, FAMMA (7.2.1) 
的 Mild 解 是 指数 双边 有 界 的 成 立 , 则 随机 方程 (7.2.1) 的 Mild 解 存 在 测度 吸引 子 . 
证 明 ”证 明 分 三 步 来 完成 , 先 定义 


Y= fu ew, f Iun < 中 p> K. 
第 一 步 ; Y 中 测度 序列 jw e Y 收敛 到 更 中 的 测度 uu 则 
J IAP A ken de) <p. 
H 
Ano ck o c 可 得 u c Y, 这 表明 集合 Y 是 闭 集 ， 注 意 到 当 t 充分 大 
时 ， K(e* f lzll?u(dz) + 1) < p, 因此 , Y 满足 下 面 的 性 质 : 对 YU e 9 使 得 
H 
sup{ f llzl u(dz): we o} < oo, 存在 > > 0, 使 得 当 上 > r 时, THU C Y. 
H 
第 二 步 : 对 任意 的 pe 了, 计算 可 得 
ztbuttu:lull> e) — 上 P(|}u(t, 2)l) > ou(dz) 
u(t, z)||?/e7 u(dz 
«f ni (t, 2)||2/c2u(dz) 


« K(1- p)/c^. 
于 是 , 集合 M = U TOY 满足 引 理 7.2.1 的 (1) 条 件 . 
第 三 步 : 下 证 集合 M- y T(t)Y 满足 引 理 7.2.1 的 (2) 条 件 . 注意 到 


(t) ce en 2) e 79 en Flue) + f e 0879 (ey, g(u(s)))dw(s). 
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于 是 ， 
Euj (t) « 3e ?*'(ex, 2) + 3E i [ e MC 9(e,, falsas} | 
+3E K Í e7MX(t-9)(e, o(utspau(a) } | . 
因此 , 对 某 个 C > 0, 


> 上 s f ' MMe, fu, 2))de ) ala) 


kzi 


< »» [elf erk(t-8) dg [ e M79 (ei, f(u(s, 2)))Pas| p(dz) 


kzi 


t t 
< n elt) qs f J e^ (-9E]|f(u(s, z)ll2dsp(dz) 
0 HJO 


<o( f iaPua +1) /% 


> JENA 76-9, Alus) Aut) || u(dz), 


kzi 


并 且 


«wo f, s | [ es etas va 


kzi 


t 
«T«(Q) f, f e- (9) E]|G(u(s))||’dsu(az) 


<o( f Puan +2) f^. 


因此 , 对 任意 的 上 <sY, 都 有 
5 LOO < Mp +C(p+1) (3s + x) } 


kzi 
4 i= oo, M Y f Eh alaz) 关于 测度 u BKAT 0, 因此 定理 21 得 
H 


kzi 


证 . 口 
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这 一 节 主 要 研究 广义 随机 Navier-Stokes 方程 的 初始 测度 的 时 间 演 化 行为 , 并 
证 明 测度 吸引 子 的 存在 性 , 该 节 内 容 主 要 参考 文献 [6]. 
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考虑 广义 随机 Navier-Stokes 方程 


| du = [yAu — (u- V)u + f(u)]dt + g(u)dw(t), 


u(0) = uo. (7.3.1) 


研究 初始 测度 〈( 即 初 值 的 概率 分 布 ) 的 时 间 演 化 行为 , D c R? 是 有 界 子 集 , 定义 
空间 H 是 集合 {u e Cg (D; R?),div u = 0} XE L PAI, w(t) 是 Hilbert 空 
间 H 值 的 具有 迹 类 协 方差 算 子 Q 的 Wiener 随机 过 程 ， 定义 V 是 集合 {u € 
CS (D; R?), div u = 0) 按照 范 数 |u| + lul) FAR. 用 A 表示 H 空间 中 的 Stokes 
算 子 , 其 特征 值 为 Ax, 和 > 0,An 7 oo, 相应 的 特征 函数 (et) 是 H 的 一 组 正 交 基 . 

对 任意 的 uc H, 记 wx = (u, ex). . 
定义 Ha AH 的 子 空间 并 赋予 范 数 jul? = S Auk < c0,a 20. H-a Æ Ha 

k=1 


的 对 偶 空间 . 显然 , V = A, V' = H. 
定义 7.3.1 称 随 机 过 程 v(tw,u) 是 随机 Navier-Stokes 方程 满足 初始 条 件 
v(0) =u WAR, 如果 v(t o, u) 满足 
(1) v(t) e L°((0, T]; H)n L?((0, T]; V)NC((0, T]; Hweak), 对 几乎 所 有 的 T 成立 ; 
(2) 对 所 有 的 Æ V 中 都 有 


ui =u f Avis) - BOG) + Olds + /seGj)ame 


为 证 随机 Navier-Stokes FFE (7.3.1) 解 的 存在 唯一 性 , 需要 下 面 的 技术 性 假设 : 

(C1) |f(u) — FON- + Iglu) — (o), < eiu — v. 

(C2) 对 某 个 we (0,1), [f(u)la~1 + lglu)la, ns < Co(1 + lula). 

定理 7.3.19 2H 32 (1) 如 果 条 件 (C1) 成 立 , 则 随机 方程 (7.3.1) 存在 唯一 
的 弱 解 , 且 满 足 


B( sup Pv f ol < e) + (9). (7.3.2) 


(2) 如 果 条 件 (C1), (C2) 都 成 立 , 则 对 由 (C2) 给 定 的 a 及 对 任意 的 to 之 0, 方 
程 (7.3.1) 的 解 满足 
zf sup ed) < e(T)(1 Elv(to)l). (7.3.3) 
oxs<T 


ss 


X E(t) = ec Jo lvl ds. X- p sp BAY ag t > 0, |v(t)|o < oo, a.e.. 
下 面 构造 Markov 半 群 . 为 此 , 需要 定义 不 同 的 拓扑 空间 . 
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X H 上 的 所 有 概率 Borel 测度 的 集合 为 M(H), 并 分 别 给 M(H) 赋 以 两 种 不 
同 的 拓扑 J, 和 Jo, 并 记 Mi = (M(H), J), Mo = (M(H), Jo). 定义 Cus (H) WH 
上 的 所 有 有 界 弱 连续 函数 的 集合 , CU) AH 上 的 所 有 有 界 连续 函数 的 集合 . 

定义 7.3.2 “对 任意 的 on, © Mi, 称 un 在 M, 上 收 化 到 上 是 指 对 任意 的 
$ € Cwo(H, R), 都 有 


[eon — f ewan 
A. 
对 任意 的 un, we Ma, 称 un Æ Mo Hikka] p JR SESS 0 € CL(H, R), 都 
有 
[ sa — [ oan 
A. 


定义 相 空 间 
x= {us ne man, f lupan) < o). 
EXX 中 的 半径 为 的 球 
p= fuex, /opanms< 路 


为 构造 所 需要 的 Markov 半 群 , 先 给 出 几 个 重要 的 引 理 , 其 证 明 参 阅 文 献 [6]. 

引 理 7.3.15 41 Br 在 M, FPX. 

引 理 7.3.2[61 引 理 42 假设 (CI) RH, 固定 t 之 0, M 

(1) 对 任意 的 有 界 连 续 函 数 o: HOR, RH u— Eg(v(t,u)) Æ H 上 连续 ; 

(2) ERMA RG HK HO: HOR, RA} u  Eó(v(t,u)) 4& H PHA 
IRL AG EH; i 

(3) 如 (C2) 也 成 立 , MEE HA RE AA o: HR, RH u  Eo(v(t,u)) 
在 五 中 的 有 界 集 上 弱 连 续 . 

命题 7.3.1[9 命 题 43 ”假设 (C1) 成 立 , 则 S(t) 在 X 上 定义 了 一 个 半 群 , 并且 

(1) S(t): Mz 一 M2 连续 ; 

(2) S(t) : Mı > Mi 在 B'(r > 0) 上 连续 ; 

(3) 3 (C2) Ma. MHt>0 时 , St): Ma 一 Ma Æ B” 上 连续 . 

证 明 ”下面 只 需 证 明 解 的 唯一 性 和 对 初 值 条 件 的 连续 依赖 性 即 可 . 

(1) 为 证 连续 性 , 考虑 Ma 中 的 序列 pn > u, 6: HOR 是 连续 的 有 界 函 数 ， 
由 引 理 7.3.2 可 知 
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f (uo )d[S(@)un] = f Eó(v(t, uo))dun 一 f Eó(v(t, uo) )dp = f pluodlSt)u]. 


从 而 结论 (1) 成 立 . 

(2) 由 引 理 7.3.2 的 (2) 和 (3) 即 可 得 证 该 结论 的 (2) 和 (3). 口 

命题 7.3.2001 & 44 

(1) 假设 (C1) 成 立 , 则 对 任意 的 > 06,£2 0, A SOB X Mi 中 的 紧 集 ; 

(2) 假设 (C1) 和 (C2) 都 成 立 , 则 对 任意 的 7+ > 0,t> 0, 集合 SOB 是 Ma 中 
的 紧 集 . 

WEBB (1) 由 引 理 7.3.1 可 知 , WER Br 在 Mi 中 是 紧 的 , 再 利用 命题 7.3.1 
的 第 二 条 性 质 可 得 , S(t) 在 M 中 的 Br 上 连续 性 即 可 得 证 (1). 

(2) 利用 S(t): M; > Mp 在 Br 上 的 连续 性 即 可 得 证 (2). 口 

下 面 对 f 和 g 作 适 当 的 假设 后 , 证 明 测度 吸引 子 的 存在 性 

(C3) 对 某 个 7 > 0,6 > 0,r+6 < 27 时 ， HOT msg pouf < C -é||uJ[. 

(D1) 34 61,89 > 0, 20 + 02 T1Q < 27 时 , | f(u)] ag < C +6)lull; 

(D2) [g(u)|z,g € C + ósllull. 

命题 7.3.3 加 命题 51 假设 (C1) 和 (C3) 成 立 ， 则 存在 正常 数 o 使 得 对 每 个 
r > 0, REE tr ¥t>t, 时 , S(t)B" C BP. 

WEBB SEM uo € H, 4 v(t) = v(t, uo), 运用 Ito AX, 并 求 期 望 后 得 到 


Eple)? + 2p n Ellv(s)ll?ds 
-lup +2 f  E(f(v(5), v(s))ds + f "En(g(()Qg(vs)"]ds. (7-3-4) 
ü 0 
注意 到 
Trlg(v(s))Qg(v(s))") < TrQlo(v(s)) a (7.3.5) 


MOOD lol， (rae) 


2(f(v(s)),v(s)) < lf (v(s)) las lv) < 
将 (7.3.5) 和 (7.3.6) (RA (7.3.4), 并 利用 条 件 (C3) 得 到 
Š BOP + 2u- 7- DEIO < c, (7.3.7) 
注意 到 jo? ATO, 于 是 


E Bi)? + ny 一 NEleGOIP<e 
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由 Gronwall 不 等 式 可 得 


Elu(t)|? < luol?e CrM 十 (1 — e- #7) Ant, 


Lt 
(24 — y — 6) 
进一步 , 如 果 初 始 的 测度 在 B" rh, 则 js € BS, 其 中 8 = B(t) = rerit 


和 因此， c — 

a JAT en Qu ^tf) 因此, 选取 p > Quay Tin SEX t = 
1 c c 

|» (2u—3—6)x 18 (o s 3/7 mm)! 因此 , Æ t> 

tr, M) BE) < Bltr) = p. n 


定理 v.3.210009 5.2 假设 (C1) fo (C3) 成立, 则 


(1) RA A= ( U SoBe) EM 中 是 不 变 的 紧 集 , 并 且 吸 引 XX 中 
Mi 


T>0 NozT 
的 有 界 集 ; BEEN 
(2) € (C2) RÈ, 则 A = a U S(z)B»),, 在 Mo 中 是 不 变 的 紧 集 , 并 且 
吸引 X 中 的 有 界 集 . ' 
证 明 ”由 于 当 了 > 如 十 1 S(o)B? 在 M; 和 M» 中 相对 紧 , 因此 集合 A 


和 A, 都 是 紧 的 . 由 引 理 7.3.2 WM, 4o 2 7 时 , 5(c)B2 C S(1)B*. 

接 下 来 证 明 , 对 每 个 + > 0, 对 每 个 包含 4 的 开 集 U, 25 t 充分 大 时 , 都 有 
S(t)B* C U RUSE. 车 结论 不 成 立 , 则 存在 序列 如 — 00, Un € S(tn)B" 使 得 bn U. 
[B tn > tp +1, S(t4)B" c S(1)B^, 由 引 理 7.3.2 可 知 , S(t,)B" 是 紧 的 ， 因此 , 存在 
子 列 ( 仍 记 为 )u 收敛 到 测度 u, 于 是 , js #4 U. PRR UE uE A 即 可 . nA 
分 大 且 满 足 tn > ttt, FR tn- T-t > 0. A, 


lin € 5(tn)B” = S(T +tr + (tn —7 — tr))B” = 8(7)S(tr + (tn ~ 7 — tr) BY C S(7) BP. 


于 是 , 当 只 充分 大 时 ,jn € SO) B^. 因此 , 对 所 有 的 r, 都 有 je ( U (ye) H 


因此 , we A. 

下 面 证 明 不 变性 , 注意 到 p 6 A; 当 且 仅 当 存 在 序列 pa € BPM ta 一 oo 使 
得 按照 相应 的 拓扑 , S(ta) a 一 H- 如 果 v e SA, 则 v = S(t)u, p € Ai. 由 命题 
7.3.1 可 知 , S(£)S(to)ua = S(t + ta)uo > S(t)u = v. 因此 , v € A. 

反之 , 国定 二 令 ve Ao 选取 序列 pa 和 to 满足 S(to)ja > po 为 此 , 只 需 证 
明 对 某 个 ve A 下 面 考虑 当 ta >t, 序列 S(t — t)ua 是 相对 紧 的 , TÆ, 对 某 个 
v, S(ta — tia > v e Aj, 再 利用 S(t) 的 连续 性 可 知 , S(ta)va = S(5(ta 一 Du, 一 
S(t)v. 再 由 于 S(ta)va ^ v, 因此 , u = S(t)v, 证 毕 . 口 
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87.4 具有 Stratonovich 导数 形式 Navier-Stokes 
方程 的 测度 吸引 子 


这 一 节 主 要 研究 随机 吸引 子 与 测度 吸引 子 的 关系 , 给 出 测度 吸引 子 存在 性 的 另 
一 种 判 据 , 并 运用 该 定理 研究 具有 Stratonovich 导数 形式 Navier-Stokes 方程 的 测 
度 吸 引子 . 该 节 内 容 主要 取 自 文献 [4]. 

为 了 便于 读者 阅读 , 我 们 给 出 一 些 弱 收敛 的 判 据 以 及 抽象 的 测度 吸引 子 的 存在 
性 定理 . Wt H 是 可 分 的 Banach 空间 , By 为 概率 测度 集合 . 

定义 7.4.1 Kin X Bg 上 的 概率 测度 序列 , Hu BR RAT REM ARE 
po, 当 且 仅 当 对 任意 有 界 的 连续 函数 S, 都 有 


f tim — n 


下 面 定理 给 出 了 弱 收 敛 的 紧 性 判定 . 
定理 7.410224 BH 是 可 分 的 Banach 空间 , 定义 在 BH 上 是 概率 测 
度 集 {ji,i ET 是 相对 紧 当 且 仅 当 对 任意 的 & > 0, 都 存在 紧 集 Cs 使 得 
sup i (C) <E. 
下 面 研究 随机 吸引 子 与 测度 吸引 子 的 关系 , 并 断言 随机 动力 系统 如 果 存 在 随机 
吸引 子 , 则 必 存 在 相应 的 测度 吸引 子 . 
XH 是 可 分 的 Banach 空间 , Hi 是 范 数 为 | .| 的 另 一 Banach 空间 , H Hi 


RAB) H 中 , 这 里 假设 上 |: 是 By, Bee 可 测 的 . 
对 任意 的 概率 测度 pe BC By, 定义 测度 I(t)u,t 2 0 为 


n J Ere o auto. 

H H 

引 理 7.4.1419 ]2 3.3.— gh {tho 定义 了 一 个 半 群 , 即 
I(0)—1d, I(t+s)=I(t)ol(t), t,s>0. 


下 面 的 定义 给 出 了 随机 吸引 子 和 测度 吸引 子 之 间 的 关系 . 
定理 7.4.2 四 定理 3.4 设 少 是 定义 在 泪 子 动力 系统 (N, F, P, Fat {0tjten) 上 
RRR OEM, 并 且 存 在 随机 吸引 耶 A, 假设 映射 uo 一 pltw u) 是 连续 


的 . 令 Brir>0= L c B, f Iulf*au < ") 假设 对 任意 的 1> 0,7 > 0， 
A 


E f lolt, w, uo)|l?du(uo) < 00. (7.4.1) 
H 
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进一步 假设 对 几乎 所 有 的 wenm,p>0i> 0, 
sup ||o(t, w, vo)h < oo. (7.4.2) 


RPK, 是 以 0 Apu. p 为 半径 的 闭 球 . 在 假设 Aw) C Kp), Er? (w) < oo. 定义 
测度 集 Edge wo) 其 中 Ow) 是 定义 在 所 有 ôF- Bu 可 测 的 随机 变量 , 且 
bw) € .A(8 1), Di = clconvBt. 则 B= 0 Di X Markov 半 群 {T(t)}iso 的 唯一 
的 测度 吸引 于 , 并且 D 是 非 空 和 紧 的 。 
证 明 ”这 里 只 给 出 该 定理 证 明 的 主要 思路 , 详细 证 明 参 阅 文献 [4]. 
第 一 步 : 证 明 对 任意 的 t> 0, ER Br 关于 测度 I(t) 是 相对 紧 的 . 
. 第 二 步 : 证 明 集 合 Di,t > 0 是 紧 的 , RIR {Dio 是 降 的 . 
第 三 步 : 证 明 对 任意 的 t+> 0, 都 有 I(0)B = B RZ. 
第 四 步 : 证 明 对 B?,p 0 是 概率 测度 集 , Bee Ko cp. Du 
Jim. dp(I(t) B^, B) = 0. 
第 五 步 : 证 明 对 任意 的 "> 0, 
Jim dp(1(t)B", B) =0. 
. m 
下 面 利用 定理 7.4.2 研究 随机 Navier-Stokes 的 随机 吸引 子 和 测度 吸引 子 的 存 
在 性 和 相互 关系 . 
考虑 二 维 环 面 72 ~ (0, 1) x (0, 1) 上 Stratonovich 导数 形式 的 随机 Navier-Stokes 
方程 


olt) + n (vAd(r) + F(é6(r))dr = uo + f .t+ n ó(T) o dW(r). (7.4.3) 
0 0 
定义 工作 空间 
H = fu :u € W3 (T), div u = 0, J. u(x)dz = oo 


H 一 Hee, 


其 中 WAT?) 表示 一 阶 广义 导数 在 L? 中 的 二 维 环 面 上 的 Sobolev 函数 空间 , 在 环 
E T? 上 的 周期 边界 条 件 含 在 空间 HP. 算 子 4 由 -nA OH, 空间 上 的 延 拓 
所 定义 Hy 上 的 等 价 范 数 为 llul = (Au, u), 常数 了 > 0, F: (u,v) € Mx Hi 
F(u,v) = rlu, V)v 是 双 线 性 算 子 , 其 像 在 空间 H P, 算 子 4 和 E RATER 
质 和 估计 : 

引 理 7.4.29 41 (1) 存在 常数 M > 0 使 得 对 任意 的 4 6 Hs, WA 
(Au, u) 2 MillulP, 其 中 Ai 是 算 子 4 的 最 小 特征 值 . 
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(2) 对 任意 的 u,v,z € Hi, RA 
(F(u, v), z} = —(F(u,z),v), (F(v, u), u) = 0. 
(3) 对 充分 正则 的 u, AA (F(u, u), Au) = 0. 
(4) 存在 常数 CF 使 得 对 任意 的 U, U, Z E H, 都 有 
KG Cu, v), 2) < erlhull lea? ffeil? Latt loll 
证 阴 ”证 明 过 程 参阅 文献 [8]. 口 
为 了 便于 研究 , 先 给 出 关于 Stratonovich 积分 的 一 些 性 质 . VE W 是 具有 连续 
样本 轨道 且 取 值 于 R 上 的 Wiener WH, 其 协 方差 算 子 为 9 > 0, 且 EW(1)? =q. 
为 便于 研究 , 用 16 BA $ | aoar f OWE) 来 取代 随机 方程 (43) 中 
0 
的 Stratonovich 积分 
引 理 7.4.3 四 引 理 42 — A42 (7.42) 存在 唯一 解 , 且 其 轨道 在 C([0,co); 互 ), 并 
存在 Brr QF OQ Bu, Bg 可 测 的 映射 
o : (t,w, uo) € RF x Q x H Pl t,w, uo) 


使 得 — O(-,W 0) 是 方程 (7.4.2) 解 的 一 种 形式 HE $ 具有 余 环 性 质 ， 国 定 
(t, uo), 则 BRAT uj 一 A(t, w, Uo) 是 Jo BH EE LN 
证 明 “这 里 给 出 证 明 的 主要 过 程 . 设 olt, s w) 是 下 面 随机 方程 
{ sot ae) + vAv(t,z, wu) e" (0 F(u(t, zw)) = fe^", (7.4.4) 
v(0,2,w) = ze "0 eH 
的 解 . HEIE 7.4.2 及 文献 [8] 第 294 页 的 方法 可 知 , v(t, zw) 是 方程 (7.4.4) 的 唯 
一 解 , 且 有 连续 的 样本 轨道 , 并 且 还 有 下 面 的 估计 


OE ET 21) (11-a sup, la) - axo). (7.45) 


由 此 得 到 标准 的 连续 性 和 可 测 性 . 由 文献 中 中 引 理 3.14 可 得 到 关于 (bz,w) 的 联 
合 可 测 性 . 令 A(t,x,w) = v(t, 2, w)e’™, 则 该 映射 继承 了 v(t, ew) 的 可 测 性 和 连续 
性 . 注意 到 对 任何 可 微 的 轨道 w(t) e Cl, 由 下 的 双 线 性 性 可 知 , 映射 t 一 olta w) 
是 方程 
{ Sot 2,0) + vAdg(t, mw) + e" FOE, TH) = f +w telt, rw), 
9(0,2,w) = ze- "O^. 


对 任意 的 we C', 由 (Ow)! = wett 即 可 得 到 唯一 性 , 从 而 得 到 o 的 余 环 性 质 . 


(7.4.6) 
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再 由 C’ 到 9 延 拓 映射 w olte w) 的 连续 性 得 到 余 环 的 连续 性 ，、 从 而 定理 得 
if. o 

引 理 7.4.4 内 引 理 43 BD RELA H LES ARM, MMA Navier- 
Stokes FAA D 中 存在 唯一 的 随机 吸引 子 . 

证 明 (1) 由 不 等 式 (7.5.4) 可 得 到 映射 uo  O(t,w, ug), t 2 0 是 连续 的 . 

(2) 我 们 断言 : 集合 


Bo) = [ve nit < Ef eaea) (14.1) 


是 关于 Banach 空间 Hr, LIESTER suas] MIE J 0 hr_2o(ngr 是 
F_coo 可 测 的 , 因此 集合 Blo) 定义 了 一 个 F0 Bu, 可 测 的 多 元 函数 . DS UEBER 

2||FIP ° vAÀiT—2w(T ue p 
5 (sur f vm a) 是 缓 变 的 , 只 需要 验证 对 任意 的 c > 0, 下 面 结 


Y 


论 成 立 


lim ec AMA esos) dg 一 

m. t [ve A1s—26:w(8) ds = 0. (7.4.8) 
于 是 得 到 下 面 的 估计 式 
C VA; 

ta C eo, 0] € + EX i mo) 

; E (5: + s + 2lw(t + s)| 201) 
sup (mee) và1) r3) = ke(w). (7.4.9) 
ee 00,0] 


对 任意 的 we Q0 € 05, 常数 ku) 有 限 且 满足 


0 c 2 
e f ezX1s 一 20tw(s)qs < eà eke) —0, t- -—oo. 
一 oo ZA1 


在 空间 Ho(T2) (1) H H, 定义 范 数 (lull? = (Au, Au), WA llull? > Ael: 对 
任意 的 s € Hi,w e C1, 由 链 式 法 则 可 得 


Sot wo) + 2e ws uo) 


=2(f,6(b wo) + 2t, w uol E 


M 


«&v||é(t, w, wo)ll + + llot, w, uo) S PE (7.4.10) 
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注意 到 i 
2(¢, f) < vllelia + zI. 
用 Ow BUS o, WS t 2 0 时 , 方程 组 


d 2 dw 
FAMAM -= l n + 2y—, 


dt dt (7.4.11) 
y(0) = lll? 


的 解 满足 下 面 的 估计 式 
| 的 (5 8, 2)||? < llz]|2e 7*7 2909 十 MP f e "T-?»(Ddr w E Cl. (7.4.12) 


并 且 对 任意 的 we 0, 该 不 等 式 也 成 立 . 

下 面 证 明 Bw) 吸收 Hi 中 的 缓 变 多 元 函数 . 只 需 证 明 存在 随机 变量 t(w, D), 
使 得 当 t > t(w, D) 时 ， 

b(t, 9_.w, D(0..1w)) c p(t, 0-1, Kr p(6_w)) ie B(w), 

其 中 Kr 是 H PREGA rp WAR, B. Lo" 2 D(w) 再 用 r5(0 0) BR 
zl? 后 , 对 于 Er. 中 的 缓 变 多 元 函数 , 不 等 式 S(t, 01(w), D(0-.(9))) C B(w) BAL. 

接 下 来 证 明 B 吸收 D 中 的 多 元 函数 , FEE, Be D, 这 由 文献 [9] 的 引 理 
2.2.1 和 定理 2.2.1 即 可 得 到 . 同时 B 也 是 F0 Bu 可 测 的 多 值 函数 , 利用 H E 
BRAA H 性 质 可 知 多 值 函 数 B 也 是 H 中 的 缓 变 函数 . 


由 vlel? > 到 十 v^ f 可 知 , 对 于 w € 0, 方程 (7.4.4) 的 解 v 满足 下 
面 能 量 不 等 式 


llo(t, x, w) ||? + T llo(r, x, w)||2d7 + m llv(7, z, w)||?dr 
Fl? -20(r)d, 
<le + f eer, 
对 每 个 we 0, 都 有 
gf Intr 708r < jepe + WIE WAR ar 
对 任意 的 ze Hw e 0, Rl eO 乘 上 面 不 等 式 后 得 到 
K { etse cnra, 


2 t vA —9w(r 
<||z||2e7 FAO 十 f e (T-t) +20 (t) 2w( Jdr. 
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对 任意 的 x € Hwec!, 直接 计算 得 到 
ag lets DH eol, as DID & IG sc + SIP Ito D. 


最 后 , 只 需 证 明 对 任意 的 D c D, 多 值 函数 (1,0 10, D(610)) 是 H, REW. 事 
SE E, & t= 1, 由 不 等 式 (7.4.13) PJA 


2 一 给 :上 +2w(1) Wa 1 Zàlr—2w(r) 
sup ||(1,a,w)||;}<e7 3 — | e? dr 
zED(w) v 0 


v t vr 
te + sup [litri z i) |e Tar 
zeED(w) J0 


2 1 v 
«e 290) IM n e 3 T(z + 2,2 (u)e- 3 240) 
V 0 V 
1 
seem | e727) gr, 
v 0 


其 中 rp 是 随机 半径 . 将 上 面 不 等 式 从 -oo 到 0 上 积分 即 可 得 证 . o 
定理 7T.4.84)238 45 ”假设 Mv > 2q, 则 随机 Navier-Stokes 方程 确定 的 Markov 
半 群 存在 测度 吸引 子 . 
证 明 X vus (t,w)|leX 运用 ti 公式 得 到 
diié(t, w, uo) |]? + 2v||O(t, w, uo)ll2dt 
=2(f, (tw, uo))dt + ql|d(t,u, uo) dt + 2]|é(t, v, ug)|?de(t): (7.4.13) 
注意 到 
(F, p) < viell? + A) HSI? 
定义 停 时 musa (w) = inf{t : ||d(¢,w, uo) ||? > N}, 则 有 
E||o(t ^ Tuo, N (W), W, uo)I 


1 
<ul? + lis IP + a f 


(tATug.N (w) Uo 


) 2 
I|(7, w, uo)| dr 


< [vol + Hl to | lle A murs uo) àr 


由 Gronwall 不 等 式 和 Fatou 引 理 可 知 , + N 一 oo, 则 对 任意 的 上 > 0,uo € H, 都 有 
(tw uol? «oo. 关于 ne B 积分 该 不 等 式 即 可 得 到 B16(t rzo)lPdnlvo)< 


oo. 


下 面 证 明 sup jlgtt oa < oo 成 立 , 事实 上 , 4 t= 1 时 , 由 引 理 7.4.4 的 
woe Kp 
VENE TT said BLA, 对 任意 t > 0 可 类 似 证 明 该 正则 性 成 立 . 


. 244 . 第 7 章 随机 偏 微分 方程 的 测度 吸引 子 
由 于 AQ) c B(w), 则 只 需 证 明 
x (A [- ear} < 00 
v 0 


成 立即 可 . 事实 上 , 随机 过 程 y(t) = eet), 其 中 w(t) = wt) 是 方程 


M + (vA, — 2q)ydt = —2yda(t), 
y(0) = 1. 


容易 计算 得 到 Ey(t) = e 0079, 于 是 


i oo 
jim EJ e (207a; =E f e (720r gr = AE 7 
由 保 测 变换 + -r 得 到 球 的 半径 的 期 望 有 限 , 因此 , 定理 7.4.2 的 条 件 均 成 立 , 由 
定理 7.4.2 可 得 到 Markov 半 群 存在 测度 吸引 子 . 从 而 该 定理 证 毕 . 口 
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第 8 章 ”随机 分 数 阶 偏 微分 方程 


本 章 先 介绍 分 数 阶 微 积 分 基础 , 再 讨论 几 类 随机 分 数 阶 偏 微分 方程 解 的 适 定 
TE. 分 数 阶 微 积分 基础 的 内 容 取 自 于 文献 [4], [5]. 分 数 阶 Langgevin 方程 部 分 取 自 
文献 [1]. Lévy 过 程 驱 动 的 分 数 阶 Burgers 方程 解 的 存在 性 部 分 取 自 文献 [11], 分 
数 阶 随机 Burgers 方程 的 遍历 性 部 分 取 自 文献 [3], 分 数 布朗 运动 驱动 的 随机 偏 微 
分 方程 的 性 质 取 自 文献 [14]. 


§8.1 分数 阶 微 积分 基础 
这 一 节 主 要 介绍 三 种 常用 的 分 数 阶 微 积 分 的 定义 , 分 数 阶 Sobolev 空间 及 其 性 
i, 最 后 给 出 交换 子 的 性 质 . 本 小 节 内 容 参 考 文献 [4] 和 [5]. 
88.1.1 ”三 种 常用 的 分 数 阶 微 积 分 定义 
1. Riemann-Liouville 分 数 阶 微 积分 


这 一 小 节 主要 介绍 Riemann-Liouville 型 分 数 阶 微 积分 , Caputo 型 分 数 阶 导数 
和 Wely 分 数 阶 微 积分 的 定义 和 性 质 . 
对 任意 常数 a > 0, 定义 左 侧 Riemann-Liouville 型 分 数 阶 积分 为 


a emn 1l ff 
I0 = p f, qne 


dr, t>a,a>0, 


Lp r() 是 Gamma 函数 . 
相应 的 右 侧 Riemann-Liouville 型 分 数 阶 积分 为 
Tp f(t) = d. gio dr, t«b,a»0. 


To J (t-7)-* 
当 a = mn 为 整数 时 ， 上 述 定义 与 整数 阶 积分 的 定义 式 一 致 的 , 即 


t Tn-1 1 t d 
rs) = [ ano f P(t )dtm = Tay a as n € N. 


下 面 定 义 Riemann-Liouville 型 分 数 阶 左 微分 为 
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Speso ( g) meer) 

=G D acie ) dr (n=|a-+U,n-1l<a<n,t >a) 
^ 1 f® (Ot e** n—a-1 p(n) 
T ena te e? f" (rar 

下 面 用 分 数 阶 导数 逼近 整数 阶 导数 , 即 令 a n 一 1, WA 


lim BLD f(t 
aim a DESO 


一 1 
。 x fO (oy *** 1 t n—o-1 F(n) 
= mn, p T(k41-a) ^ F(n-a) f (t — 7) f (r)ar| 


=p 0+ fs @ar= LO. 
0 


dmi 
M4 0 co c 1 时 , 则 Riemann-Liouville 型 分 数 阶 左 微分 可 定义 为 


o 1 d f* f(r)dr 
a De f(t) = T(1— o) F (t-r) 


附注 8.1.1 注意 到 Riemann-Liouville 型 分 数 阶 导数 具有 超 奇 异性 , 不 便于 
在 工程 与 物理 中 广泛 应 用 , 下 面 介 绍 由 意大利 物理 学 家 Caputo 在 20 世纪 60 年 代 
未 提出 的 所 谓 的 “Caputo” 微分 的 概念 以 解决 RL 型 分 数 阶 微 积 分 中 的 分 数 阶 方 
程 的 初 值 问 题 . 

2. Caputo 型 分 数 阶 微 积 分 

定义 8.1.1 设 史 是 大 于 a 的 最 小 正 整 数 ， 定义 函数 f(t) 的 左 侧 Caputo 微 
分 为 


a n-a rm E 1 + je (t) 
ED? f(t) = E f O =a J, (t — rje- n+l 
HP n=lalt+in-l<a<n,t>a. 
下 面 利用 分 部 积分 方法 , 可 以 使 得 分 数 阶 Caputo 微分 的 定义 更 加 方便 使 用 ， 
即 当 n=|aj++1,n-1<agn,t>a 时， 
1 * fdr 
Tana), gne 
_ £O(a)t ay? 
T(n — a 1) T(n— a0 


分 数 阶 导数 还 近 整数 阶 导数 , HS a n, 则 有 


ODF f(t)= 


f (t _ ry f) (rdr. 
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im Cpe — i f™ (a) (t — a)” 1 t n—a p(n 
dm £0850) 1m | + re/ 677 per (ar 


= f(a) + n * FOOD nde =f, 
0 
当 0<a< ln= 1 时, 则 Caputo 型 分 数 阶 左 微分 可 简化 为 


EDIO = REO- aay ree 


O<a<¢l,t>a. 

3. Weyl 型 分 数 阶 微 积 分 

定义 8.1.2 wR f AAPM, 且 Re(u) > 0,t > 0, MRR f Hp 阶 
Weyl 积分 定义 为 

WH F(t) =W= zin f (r — t)! f(r)dr. (8.1.1) 
利用 变量 代 换 + = 上 二 6, Ul 
WIO =F fF + One 

从 而 


DW rej D{ a n 7 e^ gr sacl 
l 1 T wl 一 一 有 
=F f ee Df(t 4 EdE = W-"[Df(£]. 
更 一 般 地 , 可 以 得 到 Weyl 分 数 阶 积分 的 指数 性 质 , 即 如 果 f 是 速 降 的 , 则 有 
W-"IW-" f(t] = WY F(t). 


注意 到 当 u= 0 时 , 等 式 (8.1.1) 不 一 定 是 收敛 的 , 但 当 jp > 0 时 , WH 是 有 意义 
的 , 且 
WW = w-", 
由 此 可 定义 恒 同 算 子 
对 任意 的 jy > 0, W=]. 

4 E—-—D, 下 面 给 出 Weyl 分 数 阶 导数 的 定义 . 

EM 8.1.3 p> n=l] tl 为 大 于 的 最 小 整数 . 记 v==n 一 上. 假设 
对 函数 f, 其 —v Br Weyl RAW’ f(t) 存在 且 具 有 n 阶 连续 导数 , n fiat 
Weyl 阶 导 数 的 定义 为 
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W^ f(t) = EW SO) = E"[W- 9-9? f(t). 
附注 8.1.2 注意 到 当 f SABAH, 对 任意 的 几 > 0, K u Wr Weyl 分 数 
阶 导数 存在 ， 且 仍 属 于 速 降 函数 类 . 


下 面 给 出 Weyl 分 数 阶 积分 和 Weyl 分 数 阶 导数 之 间 的 关系 , 详细 证 明 参 阅 文 
RR [5]. 
命题 8.1.1 回 命题 211 对 任意 的 4 都 有 


WEW" = I = WYW. 
命题 8.1.2018 212 4, 0, v > 0, 则 Weyl 分 数 阶 导 数 满足 指数 性 质 ， 即 
WEW” =W", Wo =I. 
定理 8.1.1 回 定理 217 3$ J,g MARE SH Bo 为 整 函数 ， 则 对 任意 的 
凡 > 0, 
W "(f (£)g(t)] -Meu [E*g(][W ^"^^ f(t)]. 
下 面 给 出 分数 阶 常生 分 方程 初 信 癌 题 和 分 数 阶 扩 散 方程 的 例子 ， 以 说 明 分 数 阶 


导数 的 应 用 . 
考虑 分 数 阶 常 微分 方程 


rer =t%y(t), O<a<10<t<T<o, 


RL ol (8.1.2) 
[o Dg" y=0 = bx, k=l, n 


定理 8.1.2 回 定理 233 。 如 果 f(t,y) 是 定义 在 区 域 G 上 的 实 值 连续 函数 ， 关 
于 第 二 个 变量 满足 Lipschitz HH, PP 


\f(t, yr) — f(t, ya) < Llyr — wal, 
使 得 
ty <M <œ, V(ty) EG. 
HK? METL, 则 存在 区 域 R(h, K) 使 得 方程 (8.1.2) 存在 唯一 的 连续 解 . 
例 8.1.1 “考虑 分 数 阶 微分 方程 的 初 值 问题 
RLpey(t) 2t*y(f, O<a<1, 
| SY De-!y(t)]lli-o = b. 


解 注意 到 f(t, y) = toy KF y Æ Lipschitz 的 , 由 定理 8.1.2 可 知 , 方程 (8.1.2) 
存在 唯一 的 连续 解 , 下 面 用 迭代 方式 构造 逼近 函数 列 


§8.1 分 数 阶 微 积 分 基础 


- 249 . 
y(t) = Tr 
tl = T + S, OW eat moles 
直接 计算 可 得 


_ bo T (2a)I'(4o) - -- '(2ko) un 
Vm (t) T(a) + M a)i (3o) - “Fria 


& m 一 oo 即 可 得 到 方程 的 连续 解 


tQ) 


例 8.1.2 ”考虑 分 数 阶 扩散 方程 的 无 穷 远 边 值 问题 
RL D?u(t, x) = xd ses) t » 0, —oo«mrz«oo0«ac«l, 
“Dr  u(t,z)]li-o = é(2), (8.1.3) 
im. u(t, z) = 0. 
解 ” 对 方程 (8.1.3) 两 边关 于 空间 变量 x 做 Fourier 变换 后 得 到 . 
人 


RL rala . (8.1.4) 
[p D? (t£) = ØE). 
再 对 方程 (8.1.4) 两 边关 于 时 间 变 量 t 做 拉 普 拉 斯 变换 后 得 到 
U(s,&) = Se 
利用 拉 普 拉 斯 道 变换 得 到 
A(t, E) = GENT E, (X €t*), 
最 后 利用 Fourier aS n] AEE (8.1.3) 的 解 为 
u(t,z) = f G(a—2',t)b(a")de’, 
其 中 
Iz| s) 
1 fc a a o l g 2 ( Xt 
G(z,t) = F t 1p, al- XE t ) cos Exdé = are 1 2. ETC okt p) 


注意 到 当 a = 1 时 , 格林 函数 Gla, 0) 退化 为 


1 z2 
G(z,t) = ———e 4. 


2A Vat 
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88.1.2 ”分 数 阶 Sobolev 空间 


这 一 小 节 , EEX Riesz 位 势 和 Bessel 位 势 , 然后 给 出 分 数 阶 Sobolev 空间 的 
定义 及 其 性 质 . 


定义 8.1.4 f % Riesz 位 势 定义 为 


T9f = (-A) ?f(x) = E 人 jæ — y| ^*^ f(y)dy, n>a>O, 


rar 全 


f %&% Bessel 位 势 定义 为 


其 中 


Bf = 1- A Se)= Grf= | ,Gee -Wy a>0 


ui 1 Lf? owe -asa dà 
Gu(z) = aaa l, otto 61a) -Se 03. 
定义 s 阶 分 数 阶 Sobolev 空间 
H° = H*(R?) = (f € S'(R?), f£ ARIA [LIA < co}, 
其 中 


lire = f 0+ tene < oo 
易 知 , 当 s= 0 时 , Ho = L?. 不 难 验证 上 面 定义 的 H* 为 Banach 空间 ， 且 在 内 积 
(f,9) = J FOTEN + l6?) ag 


下 构成 了 一 Hilbert 空间 . 

当 p 关 2 时 , 即 1<p<2 或 者 2 <p < co 时 , 如果 Qc R7, 则 可 以 用 复 插值 
来 定义 分 数 阶 Sobolev 空间 W?(Q). & s > 0, m= [s] +1 为 大 于 s HE) BR, 
定义 Ws? 为 

W*?(Q) = [Zoo) 玖 ”9)]jsym- 
此 时 , 记 s= [s] -- 4,0 < A < 1 分数 阶 Sobolev 空间 定义 为 集合 


ar € P(Q x Q), Va € (ZU0)", ja] = ti} 


{u e C? (9): 


在 范 数 


§8.1 分 数 阶 微 积分 基础 l 951 - 


(u(x) —u Vp 
llleesoqo, = [liso + ( > JA De av) 


lal= yl?+ 
下 的 完备 空间 . 当 s = m 为 正 整数 时 , 上 述 定义 的 Wo?) 与 整数 阶 Sobolev 空间 
wv?» 是 一 致 的 . 
40 为 全 空间 RA 时 , 可 以 利用 Fourier 变换 来 定义 分 数 阶 Sobolev 空间 如 下 


We? = (f € S', FEE g e LRS) 488 (1 |- P? f) = 90}, 


其 上 的 范 数 
|fllwee = || — A)? flle. 


这 样 定义 的 空间 也 称 为 Besse 空间 . 当 s = m 为 正 整数 时 , 就 是 通常 的 Sobolev 空 
间 , 24 p = 2 时 , 即 为 分 数 阶 Sobolev 空间 . 

附注 8.1.3 3: Q— R? mf, 可 以 利用 Bessel 位 势 J} = (I 一 A) 57 UR Riesz 
43.3 T3 = —(—A)7*/2, 其 非 齐 次 与 齐 次 分 数 阶 Sobolev 空间 定义 为 


W*? = J3(L?(R%)), WEP = T3(L?(R4)), seR. 


此 时 , WEP fa WEP 也 成 了 通常 是 Bessel 位 势 空间 与 Riesz 位 势 空 间 , 当 s= 二 m 为 
整数 时 , 就 退化 为 通常 的 整数 阶 Sobolev 空间 . 

下 面 给 出 常用 的 分 数 阶 Sobolev 空间 的 性 质 , 详细 证 明 可 参阅 文献 [5]. 

引 理 8.1.1 回 引 理 224 — 4.1 — p « oo,s 2 0, Wf € WRI) 当 且 仅 当 
f € Lp(Ra) ATz*f € LP(R4), X E84 | llo o lf, 是 等 价 的 . 

引 理 g.1.20128 225 4 Sc R, 0 € (0,1) ZUR p € (1,00), 则 


[LP (R^), W**(R^)]g = W°? (RS). 
更 一 般 地 , 对 51,52 € R,0 € (0,1) RA p € (1,00) 有 
[WP (R?), Ws?" (Ré, 一 w 09-9 *6ss;P (RT), 


定理 8.1.35 2.2.9 3 1 «p «oo,—oo < s « oo, WA 
(1) W°? X Banach 空间 ; 

(2) S C W*? C $5 

(3) Ws*t*P — WSP, £20; 

(4) W*2(R4) — L= (R°), s < d/p; 

(5) W** (R2) > C(R4) — L**(R9), s > d/p. 
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88.1.3 ”交换 子 估计 


在 研究 分 数 阶 偏 微分 方程 的 适 定性 时 , 一 个 重要 的 工具 就 是 交换 子 , 下 面 给 出 
重要 的 交换 子 估计 , 详细 内 容 可 参阅 文献 [6] 和 [7]. 
定理 8.1.4.9 kğ 5 5 0,1 « p « oo, Jl] 


Il 9) - f(Z9)l» < CIV Foll I gllo + IF" Ilpllglloo}- 
定理 8.1.51) 4 s» 0, pc(1,oo), de € f,g € S, MA 
IIZ*(5.9) — fCGJ*9)ll» < CLV Flos Holl, ie IIflle,pallgllee}s 
VA BRR AR eT 
IFF lp € CLI Flip llgllsn2 + Mfllsssligllp. T; 


其 中 p2, p3 € (1, +00) EP y 
1 1,1 1,1 


p pm p pa Pa 
定理 8.1.60 — 4-520, pc (1,00), 4e € f,g € S, NA 
A (9) — FA° lp < CLV Aller llells 1p, + Iisalo} 
VAR RAR TE E 
A? CG'allze < CLF lz>> Hells p + FIL us Holl ns); 


其 中 P2, P3 € (1, +00) 且 满 足 


d ， 
定理 8.1.7 令 sj < d =1,2,1+s2=st7, 0 < s < min{s1, 52}, WA 
p 


llf glls,p < Cll file: pllgllse.p» 


falle < Cllfllesplldllea,p- 
定理 8.1.88 4 q>1,pé lav), E : 十 和 = = 则 存在 常数 C > 0 使 得 


d 
4 fes, f A-BK, n 
Wfllze < CIL A? Filze- 
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88.2 4 fT Langevin 方程 


本 小 节 研 究 分 数 阶 Langevin 方程 的 空间 正则 性 , 该 节 内 容 取 自 文献 [1]. 
考虑 分 数 阶 Langevin 方程 


dX(t) + (AY X(t) = dY(, t>0, 
| X(0) — 0, 

其 中 (AY 是 分 数 阶 负 拉 普 拉 斯 算 子 , HERA KIRK O 上 满足 Dirichlet WHA 
fr, Y 是 空间 L?(O) 中 的 Lévy ARA. i 

WF k EN, € [1,00), O Jy R* 中 具有 充分 光滑 边界 的 有 界 开 集 , 定义 Banach 
函数 空间 H*«(0) 如 下 

H**(0) = (f: f € L4(O), D*f € L0), lfllyre < co}, Vo € N^, |a] < k, 
其 中 


(8.2.1) 


fllo = ( Y Dio) ， 


lalgk 


通过 复 插值 方法 , 对 任意 6 € R+\N, 定义 分 数 阶 Sobolev 空间 H^«(O) 如 下 
H?*(O) = [H**(O), H"^*(O)]e, 
其 中 k,m e N,9 € (0,1),k <m 且 满 足 
B= (1— 0k+Om. 

记 H2"(O),s > 0,q € (1,00) 为 CF YE Banach 空间 H*«(O) HRONE. 由 文献 [8] 
的 定理 3.40 和 文献 [0] 中 的 定理 1.4.3.2 可 知 , H (O) = H°9(0) SARA s < 3 

定义 A, 是 L*(O) 空间 中 满足 Dirichlet 边界 条 件 的 拉 普 拉 斯 算 子 , 即 D(A.) = 
HNH}, 且 对 于 任意 的 we D(Ap), Aqu = Au, 由 文献 [10] 可 知 , 当 y € (0,2) 
时 , 算 子 AP = —(—A,)7 是 LO) 上 的 解析 半 群 , 由 文献 [0] 的 定理 1.15.3 可 知 ， 


D(AP) = D((—Ap)#) = [La(O), D(A,] 是 阶 为 7. 的 复 插值 空间 , E 


HYU(O)NHy(O), 1«*«2, 
1 
i Y4 二 < ; 
D(Ag ) = Hg (O), q 7 1 
H0), y< T 


定理 8.2.1008 52.— 3x H = L?(0), U = H^9*(O), RP s> 2d € [li 00), 
则 有 
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(1) de X r > 0,r 十 s « y, X] Co 半 群 (^ih 满足 估计 式 
le^ rtu, gy < Cr, O<r<T, 
其 中 E = HY?(O), U -H-**(O). 
(2) 如 果 5+5 eg 5,530, 则 有 


Y — 
e*^« Iz(U,E) < Cr 2， O<re T, 


5+5 
RP E= C8(O),U = 忆 (00> —*. 


对 于 柱 面 a- 稳 态 过 程 (o < 1) 相应 的 Langevin 方程 , 有 如 下 结论 
定理 8.2.2082 51.— Amit pc (0,1], Y € LSub(L?,p). wR (8.2.1) 中 漂移 算 


子 的 度 7 满足 条 件 7 > 0,r 十 s <7, 则 对 所 有 满足 5S > - € [1,00) 的 s, 及 对 所 
有 的 gE (1,00), r>O eB ris<y7,A 
(1) d£ Y HOA U = H-*4- 值 修正 的 Lévy 过 程 ; 


t X | 
(2) 对 任意 的 te [0, T], EIER f et-942 AY (8) 以 概率 1 取 值 于 H5" (0), 
0 
而 且 和 如果 6 Ee |o,- 5): 可 以 找到 适当 的 7s 满足 条 件 ; 


t 
(3) 对 所 有 te (0,7), 随机 郑 积 [co^ av (s) 以 概率 1 AULT C8(O) 
0 
定理 8.2.3 趾 推论 5.1 ”假设 ae (0,1),56e 区 一 5): 则 对 适当 的 gc (1,00), 
t i 
对 所 有 的 te [0,T], 随机 卷 积 f e6-9A4 dY (s) 以 概率 1 取 值 于 C(O). 
0 


对 于 柱 面 o- 稳 态 过 程 (a > 1) 相应 的 Langevin FE, 有 如 下 结论 
定理 8.2.4098 577 ”假设 De (1,2), Y € LSub(L?,p), 如 果 (8.2.1) 中 漂移 


FIRR y 满足 条 件 了 > S, 则 对 所 有 满足 。 > ga € 09) M s 及 对 所 有 的 
q € [p œ), r > ORT +s < z, 都 有 
(1) i4£ Y HOA U = HOO 值 修正 的 L6vy 过 程 ; 
; | 
(2) 对 任意 的 te [0,7], aos [eA av (o) 以 概率 1 取 值 于 HO), 
0 
a 


而 且 如 果 6e l2 一 3I 可 以 找到 适当 的 ms 满足 条 件 ; 
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t X 
(3) 对 所 有 tE [0,T], 随机 卷 积 / et-9^? AY (s) 以 概率 1 取 值 于 C8(O). 
0 
定理 8.2.5052 5.2 wie c (0,2), 6 € 区 一 一 5) 则 存在 q € (o V 1,0) 


使 得 6 十 < 2. 对 所 有 的 te (0, T], 随机 卷 积 f et- 242 dY?(s) 以 概率 1 取 
0 
值 于 C$(O). 
最 后 考虑 H = (0,16, A 是 具有 零 边 值 的 拉 普 拉 斯 算 子 , 此 时 A 和 (A) 
均 是 关于 特征 函数 . 


e;(5&, $a) = (EZG “sin(naéa) 
是 对 角 型 算 子 , 其 中 j= (ni1,… ,na) 是 多 重 指标 , -(-A)? 的 特征 值 为 
Ay = (nior này 
4 已 是 一 致 的 绝对 连续 收敛 的 级 数 Se (Er E € (0, r], r = (aj) e G WED 
i 恒 同 , JEFE 连续 允 入 到 空间 Colo xj, 是 有 下 面 的 结论 : 
定理 8.2.6 Rik pec (0.2 A 1), Z XX Sub(p) 的 从 属 子 Lévy 过 程 , 则 


Langevin 方程 (8.2.1) 的 Mild 解 取 值 于 空间 Co[0， Tt. 


§8.3 ”高 斯 噪声 驱动 的 随机 分 数 阶 Burgers 方程 


”本 节 主 要 研究 高 斯 时 空白 噪声 驱动 的 随机 分 数 阶 Burgers 方程 Mild 解 的 存在 
唯一 性 , 以 及 Mila 解 的 分 布 的 不 变 测度 的 存在 唯一 性 和 人 遍历 性 , 本 小 节 的 内 容 取 
自 于 文献 [2] 和 文献 [3). 


§8.3.1 Mild 解 的 存在 唯一 性 
考虑 乘 性 高 斯 噪声 驱动 的 分 数 阶 Burgers 廊 程 的 初 边 什 问题 


Qu 

aT —(—A)?u+ Ozu + oe, 

u(0,z) = uo(z) € L7(0,1), x € [0, 1] (8.3.1) 
u(t,0) = u(t,1) 20, t>0. 


id A--A, D(A) = H2?(0,1) | H2" (0, 1), 定义 算 子 4 KIAR (-A)? 为 


sin oo 
(-A)8 = Aau = -2 J t2-1 A(tI + A) dt. 
0 
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g: R > R BARN Lipschitz BAHAR, 02, W(t,2) 是 定义 在 滤 子 概率 空间 
(0,F7,F,P) 上 的 零 均值 的 高 斯 场 {W(t,z),t > 0, c [0,1]} 的 分 布 导数 , 其 协 方差 
函数 为 

E[W (t, z)W(s,y) -(t^s)y ^y, t,s 20,z,y€ [0,1]. 


定义 算 子 B= 2 W = (W(t),t 2 0) Æ H-#E Wiener WH, 定义 为 


T! 
W(t) = Y Gelz), 
j-1 
其 中 (e))g2, 是 H 的 一 组 规范 正 交 基 , (85)59 , 是 相互 独立 的 实 值 布朗 运动 . 将 方程 
(8.3.1) 改写 为 H = 17(0,1) 上 的 It6 形式 的 发 展 方程 


du(t) = [-Agu(t) + Bu? (t)]dt + g(u(t))dW,, t» 0, (8.3.2) 
u(0, £) = uo € L?(0,1). v 
定义 8.3.1 假设 1< o « 2, $F- HH L^ (0,1) MRM u = (u(t), t 2 0) 
是 方程 8.3.2 的 Mild 解 , do RY p» 一 0 
E sup lut): «oo, T0, 
t€[0, T] 
函数 (0,t) > s — Salt — s)Bu?(s) € L?(0,1) 是 Bochner 可 积 的 , PHA £ 2 0, 下面 
的 等 式 在 L?(0,1) 几乎 必然 成 立 : 
t t 
u(t) = Sa(t)uo + n Salt — s) Bu?(s)ds + | Salt — s)g(u(s))dW(s). 
0 0 


考虑 线性 随机 微分 方程 的 初 值 问题 
dza(t) = (—Aa + y)z,(t)dt + g(u(t))dW,, | t» 0, 
| z,(0) = 0. 
其 解 为 随机 过 程 zy = (2,(0,t 20) 为 


(8.3.3) 


t 
z(t) = n en I 4s »g(u(s))dW(s) t > 0. 
0 


关于 分 数 阶 O-U 方程 (8.3.3) 的 解 zy 满足 下 面 的 估计 
引 理 8.3.1[31 引 理 6 ”对 任意 se > 0,0 < — 之 1,q > 1, 则 存在 正常 数 y 
使 得 对 任意 的 7 > Yo, 


Elz (ls. Se, t 20. (8.3.4) 


§8.3 ”高 斯 噪声 驱动 的 随机 分 数 阶 Burgers 方程 : 257. 


接 下 来 , 利用 O-U 变换 v, = u — zy, 将 分 数 阶 随机 Burgers 方程 (8.3.2) 转化 
为 带 随机 系数 的 分 数 阶 Burgers 方程 


m" = —Agv,(t) + B(v,(t) + z,(t))? Tae(t t>0, 


8.3.5 
Uy (0) = uo. l ) 
引 理 8.3.2213 3.4 Ae y >0,q>2,8s€ (s z) 及 C>0 满足 
d 
Alo lia « — Olga Clas OT ly DIS 
*C|zy) ea + C|z, (015-8. + Y Clz, (fs. (8.3.6) 


引 理 8.3.3192 4 — 设 (wy(t))tzo 是 随机 方程 (8.3.5) OM, 则 存在 200» 
0,5€ (s 31 q € (2,70) Rs € E 2 满足 


Sloe uL OE « *C|z(t JA, aly (la + Cley (E) lra 
*C|z.QDD ga + Cy lz, (t Vie, tz0. (8.3.7) 
证 明 ”对 任意 的 T > 0, 及 每 个 zy € L®([0, T]; H*4(0,1)),g > 2, 其 中 se 
(5 ;) 确定 方程 (8.3.5) 存在 唯一 解 vy € C([0, T]; 72(0, 1) n Z? (10, T]; HÊ” (0, D). 
用 v, (t) RAE (8.3.5) 两 边 并 积分 得 到 
5 PO: = (—Aav4(t), vy lt) + (BOH v, (0). — (8.3.8) 
-2(B(z. (t))v, (t), v. 的) + (B2 (0), v. (0) + yz (0), vy). 
由 于 (B3, v,)) = 0, HR 


Ms o) ala + in os a a- (8.3.9) 
D 


由 于 Se (3. 5 


3): AL = x?, 于 是 
(Aavy, Vy) = A3 v.|22 > n^ [s ga, vy € D(Aa). 
0 


由 文献 [2] 中 的 命题 3.3 可 知 , 当 8 = > 时 ， 


|G(24v4), vy)| € Cho], 2 |zyonl i-a 
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由 分 数 阶 Sobolev 空间 嵌入 定理 可 知 , 存在 C > 0,9' > 1, s! > max i t-g} 
使 得 


|2yVy| pi- 82 < C| 24] gi 9.2 [Vy] great s 


对 任意 的 so > s+ 一方 和 so oos 都 有 


H*?(0,1) — H*^* (0,1). 
因此 , 存在 常数 C > 0 使 得 [oss € Clorlao2 选择 so < 5, 事实 上 , 注意 到 
a> 2,4 » 1, 则 有 


1 a , & 1 
max {4,1 Sh <s < 了 5+7 
由 插值 定理 可 知 , 存在 常数 C > 0 使 得 


1— 2:0 289 
loy [poa < C|v4lrz ~ lvl Tg a 
0 


因此 " 
KB (zvy v) € Col. aallar- $. alvylzz ” 


由 Young 不 等 式 可 知 
(Be), 2)| < talon lg Cle E al 
最 后 估计 [(B(22),0,)|, 由 文献 [2] 中 的 命题 3.3 可 知 , 当 B= 7 时 ， 
KBA), ey) < Clos] yg alga 
选择 - <s< 2 > 则 有 
KBA), v) < Clesl, a allele a 


<paley| ga + Clzq|Fr0 + Clzslei- go (8.3.10) 


2a 
综 上 讨论 , 选择 适当 的 apa 和 us 使 得 -2 + e + D o cus XR uo 0 


使 得 引 理 8.3.3 成 立 . 口 
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88.3.2 ”不 变 测度 的 遍历 性 
下 面 先 给 出 转移 半 群 的 强 Feller 性 和 拓扑 不 可 约 性 . 
定义 8.3.2 称 Polish 空间 X LL AK 3E U = (Ueo 是 不 可 约 的 , WR 
MEE tS 0, 对 XX Pee ess ARE CX, 都 有 
Us ir(z)>0, zex. 
称 其 是 强 Feller 性 , 如 果 对 任意 的 上 > 0, 
Up E (X), BE BIX), 
其 中 BX) 表示 X 上 的 有 界 的 Bored 函数 空间 . 
为 证 明 马 氏 半 群 的 强 Feller 性 , 引进 截断 映射 rn : L?(0,1) 一 L7(0,1), 对 每 个 
n21 及 ve I2(0,1), 定义 
rn(v) = | v, Ple <n 


Tole’ lulz: > n. 
FE, 对 n 2 1, 考虑 下 面 的 截断 系统 
{ dun(t) = —[—Aatin(t) + B(n, (un (t))?)]dt + g(un(t))dW (t), 
un(0) = ug € L?(0,1). 


由 文献 [2] 可 知 , 对 每 个 uo € L?(0, 1), DFE (8.3.11) 存在 唯一 的 Mild fE (un (t,x), t > 
0). 定义 转移 半 群 U” = (UP hezo 为 


(Dzg)(z) = E[ó(us(t,z), $ € B(L7(0,1)), æ < L7(0,1). (8.3.12) 


引 理 8.3.4019 28 7.— xpARA- n 2 1, H 上 的 半 群 Un 是 强 Feller 的 , 而 且 对 每 
N R>0,t>0, E C(R,t) >0 使 得 对 每 个 力 E By(H), 


KU?9)(z) 一 (的 (| € C(R, t)z —vlze. |elz2 < Fo lylzs S R. 


定理 8.3.1 87239 8 dog: ROR X Lipschitz 连续 函数 且 存 在 ao, bo > 0 
使 得 \g(x)| € Jao, bo), z € R. 则 分 数 阶 随机 Burgers 方程 (8.3.2) WÈ t RB U 
是 强 Feller 4. 

定理 8.3.2 四 定理 9 ”如 果 9 : R — R 是 Lipschitz 连续 函数 且 存在 ao, bo > 0 
使 得 |g(z)] € [ao, bo], € R, 则 分 数 阶 随机 Burgers 方程 (8.3.2) 相应 的 马 氏 半 群 U 
是 不 可 约 的 . 

下 面 应 用 Krylov-Bogoliubov 定理 证 明 不 变 测度 的 存在 性 . 

定理 8.3.3B] 定 理 10 分数 阶 随机 Burgers 方程 (8.3.2) 48 8L 69 DRT U £ 
少 存 在 一 个 不 变 测 度 . 


(8.3.11) 
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由 定理 8.3.3 可 知 , 分 数 阶 随机 Burgers 方程 (8.3.2) 相应 的 马 氏 半 群 U 存在 
一 个 不 变 测度 , 由 定理 8.3.1 和 定理 8.3.2 可 知 , 对 任意 的 + > 0, 转移 半 群 U5 是 强 
Feller 和 不 可 约 的 , 由 Khas’minskii 定理 可 知 , 该 半 群 是 正则 的 . 由 Doob 定理 可 知 ， 
该 不 变 测度 是 唯一 的 . 因此 , 得 到 下 面 的 主要 结论 ， 

定理 8.3.4 [ 引 定 理 2 weg: R 5 R 是 有 界 的 Lipschitz 连续 函数 , 假设 
3 < a < 2, 则 分 数 阶 随机 Burgers 方程 (8.3.2) MEKA RER U 存在 不 变 测度 
p. 如 进一步 ， inf |9(2)| > 0, RJ ER] p 是 唯一 的 , Lie ve L?(0,1), E 

jim. lulz,:) — uC)llrv = 0, 

其 中 |l- rv 表示 全 交差 范 数 . 


§8.4 Lévy 过 程 驱 动 的 随机 分 数 阶 Burgers 方程 


这 一 节 研 究 如 下 的 Lévy 过 程 驱动 的 随机 分 数 阶 Burgers 方程 初 值 问 题 的 适 定 
性 . 
»" + vAgut AG (ul) = f(u) + g(u)Fus, (tx) € (0,00) x R, (8.4.1) 
u(0, £) = uo(z) € L?(R), 
其 中 六 > 0, Aa = —-(-A)$,o€ (0,2, \ € R BAR, r e [1,2], f. 9 : 0,00) x««RXR — 
R 是 可 测 的 , 初 值 函 数 uo 是 Fo 可 测 的 . F Æ Lévy 时 空白 噪声 , 对 任意 的 we Q, 
具有 下 面 的 形式 


Fi,2(w) = Wi,0(w) + n c(t, z, y) Mts (dy, w) + f ea(t, v, y)Ni s (dy, w), 
Uo U\Uo 


其 中 cea : [0, 00) x Rx U 一 及 是 可 测 的 , Wie 是 定义 在 (0, 00) x 展 上 的 高 斯 时 空 
AMR, H Wig = D ST. Wo, a) 是 o oc) x 民 上 的 布衣 单 Mos 和 Nia 是 
形式 上 定义 为 Randon-Nikodym 导数 , Uo € B(U), 且 满 足 jy(U\UVo) < oo. 

ii S(R) A R 上 速 降 的 Co» 函数 构成 的 Schwarz 空间 . 

FEM 8.4.1 称 L?(R)-4& {Fi}tejocc) 适应 的 Càdlàg HAZ u : 0,0) xTxQ > R 
是 方程 (8.4.1) 6688 8E, 如 果 对 任意 Ge SR), 及 对 任意 的 te (0, 00) 


J u(t,z)é(z)dz = f uo(z)ó(z)àz + f | 人 u(s, zy (Aa d)dzds 


sa | [ms or enards | [ Huls aedd 
+ [ [azue s))¢(x)W (ds, dx) 
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tt 
+f hh, montones de, dy) 


+f Li g(s, x, u(s, x))ea(s, x, y) ó(z) N (ds, dz, dy). 
考虑 分 数 阶 线性 方程 


{ x" =pA,v, (t,z)€ (0,00) x R, 


v(0,z)—ó(r), «ER. 
其 基本 解 记 为 Ga(t,z), WA 
Galt, 2) = [F (e! (a), 
且 对 任意 的 stc (0,00),2 € R, 
Ga(t, £) = (us) * Ga(s 1t, (us) #2). 


XT Ga 有 如 下 的 渐 近 估计 
引 理 8.4.100 (i) 存在 常数 0 < capu < Co 使 得 对 任意 的 (tx) € (0,00) xR, 


i i —i_ 
Cap Sta (watt +t atje * Ge (t x) € Cay, 


且 对 任意 的 te (0,00), 极限 m, ti (u& 1 t7 871g! t 9)Ge(t x) 存在 . 
(i) 存在 常数 Kay > 0 使 得 对 任意 的 (t,£) € (0,00) x R, 


[Os Galt, 2)] < Kat 17 nl (uo Titia) 2, (8.4.2) 
FH G.t,z) 表示 方程 (8.4.1) 的 Mila 解 为 
u(t,z) = 人 Geltz_ z)uc(2)dz 
: 
4A j, n [0,Ga(t — s,z —2)]|u(s, 2)|"deds 
+ n | n Galt- s,z — z)f (s, z, uls, z))dzds 
" n 人 Galt — s,z —z)g(s,2,u(z, 5))W (ds, dz) 


tt 
+ f 人 Galt — 5,2 — z)g(s, z, u(s— z), y)er(s,2,4)M (ds, dz, dy) 
Uo 


+f gi Galt — 8,2 — z)g(s, z, u(s, z))c2(s, £, y) N (ds, dz, dy). 
U\Uo 
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下 面 给 出 截断 系统 , 对 于 给 定 的 ne N, 定义 


m. : L?(R) > By = fu € £2(R), llullz2 = ([ wear)’ < n} 


u, [ulle &n, 
Mn lU) = nu 


i[ullz ' a 
于 是 , 对 任意 的 ne N, 总 有 jira < n, B. jra = bs limul: < 1. BH 


Tn : L?(R) > L?(R) 是 压缩 的 . 
对 任意 的 ne N, 定义 停 时 


Tn(w) = inf fe € 07), f u?(t,z,w)dz > v. wed, 
R 


则 {minen EH u 确定 的 单调 增加 停 时 序列 ， 对 任意 给 定 的 n e N, 停 时 过 程 
u(t A Tr) 满足 下 面 的 方程 


u(t, 2,w) = f Galt, £ — z)uo(z,w)de 
+A Í ' 人 [0,Ga(t — s.a — z)a(s, z, (tau)(s, 2,))dzds 
+ n ' 人 Galt — 5,2 — 2f (5,2, (tau)(s, 2,w))deds (8.4.3) 
+ n ' [ Galt — 8,2 — z)g(s, 2,7(z,8,w))W (ds, dz) 
off [ oat- mis (nnu)(s, z, w), y) M (ds, àz, dy, w). 


引 理 8.4.209 引 理 33 对 任意 的 以: [0,T] x R — R, 下 面 的 估计 式 成 立 : 


[Cf [mo t s ut asas) azsc( fe - 5 n lzas) 
人 (f [Gate 一 5;Z 一 IE < of f ( [ise oras) a. 


特别 地 ， 
< oft 一 BE (f huis aas) * ds. 


t 
d n GG. (t — s, — z)|u(s, z)dzds 
0 JR 
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定理 8.4.1 4a € (s j. 国定 了 > 0, 假设 存在 正 的 函数 Ly, Lo, L3 € LR) 


使 得 对 任意 的 (t,x) € (0, T] xR 及 任意 zzz; E 取 ,下 面条 件 成 立 
(Gi) (增长 条 件 ) 
If (t, £, 2)? € Li(z) 二 Clz|?， 


l(t, z, z)P + I Ih (t.a, z; y)|Pv(dy) < La(z) + Cll. 

(G2) (Lipschitz 条 件 ) 

lat, T, zı) 7 q(t, T, z2)? + lf (t, T, zı) = ft, T, z2)|? < |La(z) 十 C(|zi |? + |z2|2)|z1 一 22|2， 
lg(t, 2, 21) — g(t, £, 22)? + | |A(t, 2,21; y) — A(t, £, zo: y)? v(dy) < Clay — zol?, 
则 对 任意 万 TAM KH uo : Rx QR, E | (uat. Jdr < oo, 方程 存在 唯一 局 
部 解 u, LBS r 
B( [ Intt ^r Cm fas) «oo, Vte [0,1]. 

证 明 “证 明 方法 是 构造 适当 的 Banach 空间 , 利用 压缩 映像 原理 证 明 局 部 解 的 
存在 性 . 注意 到 ac (5 2 证 明 分 三 步 : 

第 一 步 : Bt u: [0,T] xR x9 > R fé L(R)- E {F} 适应 的 Càdlàg WHR. 
对 于 固定 的 me N, > 


(Jut, z,w) = - faa (t,x — z)zo(z,w)dz + ST \(t,£,w), 
k=1 
其 中 
t 
(Anu)(t,z,w)-— af /Beat —e,c — z)]a(s, z, (Tnu)(s, z,w))dzds, 
(Jau)(t, x, w) -f [teat — s, £ — z)|f(s, z, (m,u)(s,z,w))dzds, 
M 

(Bult, x, w) -f nz — s,z — z)]g(s, z, (tmu)(s, z,w))W (ds, dz, w), 


t+ 
(Jau)(t, z,u) = n [teat — 6,2 — z)|^(s, Z, (nnu) (s, 之 ， w), y)M (ds, dz, dy,w). 
由 引 理 8.4.2 和 Schwarz 不 等 式 可 得 
[FW nae 
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<o( fe- 375 [ ats z, (mnu) (s, z ads) 
<c| fe- -S(t jae + f Kal z)|(rnuj(s, z,w)|dz 


+C 人 \(mnu) (8, z panazja] 


«ce-& fe-s as [( [ raa] ene [itas eene] 


«CÜ-$ < CT?-$ < oo. 
直接 计算 可 得 
n [(Jou)(t, r, w)] dz 
R 


<c| f ( /ez —— 9 
< { f ' | 人 (Li(z) + Cleri, 2,0) )ae| e 
^ «€ n ( [1o + ont) as] 


«Ct? < CT? < oo. 


BARA IH It6 等 距 关系 可 得 


B| f creta opas 


-s|f LG ] &«- s,z — z)g^ (s, z, (Tnu)(s, z, )jaeds az]. 
Bl [reo as Paz] 
NC Lif [e (t—s,0- a [mie (ra u)(s, z, ),a)u(dy) ass az 


B| | Itz an + [icone Jaa! 


«ce| [e-t [ ( [tomo 


+ |, h? (s, z, (n4u)(s. z, -), 2) Td 


=E 
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«c f'e- 375 ( [1e e [tns asas 
«ce-i( f Lois + Cn?) 


«Ct^7* < CTE < oo. 
因此 , 对 任意 固定 的 te [0, T], 
B( [Iuta oar) < C(T?-$ +T? +T 3) < 00. 
第 二 步 : 构造 适当 的 Banach 空间 . 对 任意 固定 的 6 > 0, 对 任意 L?(R)- 1 {F} 
适应 的 Càdlàg 过 程 u: [O,T] x R x 0 -> R 且 满 足 初 值 条 件 u(0,, 0) = uo(z, w), 


定义 如 下 范 数 T 
Iulia = f co 人 Í u? (t, z, ace) at 


B={u 是 L?(R) 48 {F} 适应 的 Càdlàg WE 
u : [0, T] x Rx Q 一 恨 且 满足 初 值 条 件 
u(0, x, c) = uo(z,w), E. |lulle < oo}, 


则 (B, ||- llo) 是 Banach 空间 . 对 任意 的 vu € B, Ju 处 处 有 定义 , 县 对 于 任意 固定 
的 te [0, T], 


令 


e( f emat) < C(T?-3 +T? + TI-#) < oo. 
直接 计算 得 到 
| Zulló = [vel fi IOK tz, aa at 
4t (8-3 4 £2 +t a )e tat 
-elr (3-3) 0-3- +297 ?+r(2- ie? 
«C[93- = + 2973 + g- 0-2] 


«oo. 


这 表明 Jue B, Hl 7: B B. 
第 三 步 : 证 明 7 在 B 上 是 压缩 的 . 对 任意 的 uv € B, 由 上 面 的 估计 式 , Fubini 
定理 , Young 不 等 式 和 Schwarz PFARA, 对 任意 的 te [0,1], 
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«(f Khu), x, -) — (J3u)(t z, oras) 
= | {f m LI 
x (a(s, z, (mmu) (sz, -)) — a(s, z, (rav) (8, z, DE 


t 2 
«CE (t — 8) 25 la(s, z, (ru u)(s, z, -)) — a(s, z, (tav)(s, z, -))|dzds 
0 R 


_ he t~s) 2x f lu(s, z, ) = vs asas )as, 


«(| (Zou)(t,z, ) — (Jau)(t, z, faz) 


jt Les (nea 


2 
x (f (8,2, (ma) (2, )) — (8, zs (mv) (5, 2, )))aeas} de 


m =e f f (([o.e- sz 一 2) [Lal2) + Ce e ) + Gr (s, 2) 
2 


xl(zau)(s, 2 — (Anv)(s, 2, ° )az} dads 
-à u(s,z,-) — v(s, z,-)^dz S. 
<o [ e sy 4B [162v ofas)a 
对 关于 W (ds, dz) 和 M(ds, dz, dy) 的 随机 积分 分 别 用 It6 等 距 公 式 可 得 
B( [redo Go) - (Rm = (Jav). Pae) 
«cx f (ff jae 8,2 — z)|(au)(s, z, ) = (sss dada) az 


MM x z) een v(s, z, -)|^dzds 
«c f (t — tp f «t 8,2, ;")Pdzds. 


因此 ， 
IZ Cu — v)Il =|] Tu — Jull 


- f ep( f (Iu e) = Gros ns dr) 
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«c f et [«- s) +(t—s)*) 
«(f ju(s, z,-) — v(s, z, à: asa 
3 1 
«(ce Ur, as 
<c( z + =) |lu — vllo. 
选择 充分 大 使 得 Caz E L) < 1, 则 映射 7 : B> B 是 压缩 的 . 因此 , 7 


在 B 中 存在 为 唯一 的 站 动 和 是 方程 的 角 下 证 该 解 是 方程 (8.4.1) 的 局 部 解 . 对 每 
个 ne N, 令 un 是 方程 (8.4.3) 的 唯一 解 , 定义 停 时 


T(w) = inf t € [0, T], n u2 (t,z,w)dz > v. wER, 
R 
则 对 所 有 的 7 > n 和 几乎 所 有 的 wen, 由 7 的 压缩 性 可 知 
uj(t, +, w) = un (t, =, . w), V(t, w) € (0, Tn) x 2. 


因此 , 对 任意 的 (t,x,w) € [0, m) x Rx Q, EM ut, £,W) = Un(t,z,w), 及 Tow) = 
sup Taw), T) 


{u(t,x,w) : (t,2,w) € (0, ree) xR x QS 
是 方程 (8.4.1) 的 局 部 解 . 
最 后 证 明 解 的 唯一 性 . 设 方 程 (8.4.1) 存在 两 个 局 部 解 u v, 则 对 每 个 固定 的 n, 
u,v 必定 满足 方程 (8.4.1), 则 


u(t,m,u) = v(t,2,w), V(t,z,w) € [0, Tn) x Rx Q. 
HA n — oo, 即 可 得 到 
u(t, x, w) = v(t, zw), V(t, 2,w) € [0, To) x R x Q. 
从 而 唯一 性 得 证 . 口 
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§8.5.1 ”分 数 布朗 运动 驱动 的 分 数 阶 抛物 型 方程 


本 小 节 介绍 分 数 布朗 运动 驱动 的 随机 分 数 阶 抛物 方程 解 的 存在 唯一 性 , 正则 性 
和 解 的 绝对 连续 性 , 该 小 节 内 容 取 自 文献 [14]. 


BIER BA PSB SH RT BELA ND 73 8 
| 9452) = Ault, z) + f(t, z,u(tz)) + 22 ba) 


u(0, £) = uo(z), 


(t, z) € [0, T] x R, (8.5.1) 


| 1 NN? a NM 、 
其 中 a --(- ah 2a) ) E Fourier 变换 定义 的 非 局 闻 算 了 
F(Axu)() = -EF UNE), we D(A), ER. 
BM 是 Hurst 参数 H e (3,1) 的 时 空 分 数 布朗 运动 ， 相 应 的 随机 积分 定义 参阅 


81.4. 
设 Gt, x) 是 下 面 方程 的 基本 解 
l Zatz) = AXGA(t,z), (t,x) € (0,00) x R, 
G (0, z) = folz) 
也 称 Galt c) 为 入 分 数 格 林 核 , 由 Fourier 变换 可 知 
Ga (t, 2) = F (e*t P )(z) = ee = Fe!" )(z). 
KF Ga、(t,z) 的 性 质 和 估计 如 下 : 


引 理 8.5.1 ik A € (0,2], 则 Ga (t, x) X Lévy 稳定 过 程 的 转移 密度 函数 , 则 
(a) 对 任意 的 te (0,00) X z€R, 


Gy(t, x) z 0, f Ga(t, x)dz = 1. 
R 
(b) 对 任意 te (0,00) Fe x ER, 
GA (t, £) = XGA, t7). 


(c) 对 m > 1, 存在 常数 C 及 Om > 0 使 得 对 任意 的 cc R, 
x Atm-1 


IG (1, 2)| «cC l9" GA(1, x)| < Cm Ry 


lol 
1+ dx 
(d) 对 所 有 的 s, t € (0,00), 

Gy(s,-) * Galt, ) = Gals t). 
(e) 对 每 个 国定 的 了 E (0,00), 


T 1 
X —— «a«1-cA. 
f [Git dudt < œ e ILA a 
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定义 8.5.1 如 果 对 任意 的 te [0,T] RreRu 满足 
t 
u(t, 1) = f Gy (t,2—y)uo(y)dy + n n Gy(t—s,2—y)f(s,y,u(s,y))dyds (8.5.2) 
D 0 R 


+ n fot — s,z — y) BP (dy, ds), (8.5.3) 


则 称 u 是 方程 (8.5.1) 的 Mild 解 . 
下 面 给 出 关于 非 线性 项 和 初 值 的 假设 : 
(H1) 对 每 个 T > 0, 都 存在 常数 C > 0 使 得 对 每 个 (t,x) € [0,T] xR BR 
u,v ER, 
[f(t,2,u)| < C(1 + [uf), 


FE, z, u) — f(t, 2, v)| < C(It — s| + |x — y| + |u—v)). 
(H2) 对 茶 个 p > 2, sup K(|uo(x)|?) < oo. 
(H3) HEN p > 2, 存在 某 个 ye (0,1) 使 得 yp < 1, 
sup E(luo(z + z) — uo(z)|?) < C(p)|z|”. 
下 面 给 出 方程 (8.5.1) 的 Mild 解 的 存在 唯一 性 定理 . 
定理 8.5.1[ to (H1) 和 (H2) 成 立 , 则 方程 (8.5.1) 存在 唯一 的 Mild f 
u(t, xc), 并 且 对 任意 的 T>0 和 p> 2, 


sup — E(ju(t,z)|?) < œ. 
(z,t)e[0, T] xR 


证 明 H Picard 迭代 方法 证 明 该 定理 . 定义 迭代 序列 如 下 
oa 人 catz-yuolody 
R 
t 
u tl (t, 2) =u(t, x) + f J G)(t —s,z—y)f(s,y,u"(s,y))dyds (8.5.4) 
o JR 
t 
+f [ iex — $,z — y)W (dy, ds). 
先 证 序列 (u^ (t, z))a»o TE L?(D) 中 收敛 . H n 2 2 时 ， 


E(|u^* (t, 2) — u” (t, 2)?) 
n J Galt- s,z — yu Gs, u” (s) — f(s, y, 7 (s, y))]dyds 
R 


i 
-x( 
0 


< C(p) f fo — s,2—y)E(\u"(s,y) — u^ (s, y)P)dyds 


) 


t 
<C(p) / sup E(|u"(s, y) — uw"! (s, y)|P)ds 
0 yER 
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且 
sup B(/u"(s,y) — u?-!(s,y)[P) < C(p) (supe t n t sup B(lu"(t,2)?)} < oo. 


因此 , (u^ (£,2)) noo 是 L?(D) 中 的 Cauchy 序列 . $ u(t2) = lim u(t, 2), 则 对 任 
意 的 (t,x) € [0, T] x R, 都 有 


sup — E(|u(t, x) |?) < oc. 
(5,2)e[0,T] xR 


对 方程 (8.5.4) BUE LN) PA n — oo 可 知 , u(t, z) 满足 方程 (8.5.1). 最 后 证 明 
解 的 唯一 性 . 假设 u 和 o 都 是 方程 (8.5.1) 的 解 , 则 有 


E(|u(t, z) — v(t, x)|”) 
=E( n fot — s,z — y)f(s,y,u(s,y)) — f(s,y,v(s,y))dyds 


<C(p) n f Gy(t— sz — y)E(lu(s,y) — v(s, y)|P)dyds 


) 


i 
<Ci) | sup Blluls, y) - v(s,9))?)4s. 
0 yER 
由 Gronwall 引 理 即 可 得 到 
E(|u(t, £) — v(t, z)|P) = 0. 
从 而 该 定理 得 证 . 口 
关于 方程 (8.5.1) 解 的 正则 性 , 我 们 只 给 出 结论 , 证 明 过 程 参阅 文献 (14]. 
定理 8.5.2 [定理 41 假设 入 € (1,2), H c (1,2) RH AH < 5, 如 果 条 
件 (H1)~(H3) AÈ, 则 函数 ult, m) 必 存 在 一 个 连续 的 修正 , 且 该 修正 关于 时 间 CR 
a = min 位 H— ^] Halder 连续 , 关于 空间 变量 zZ X B= min b MH -5 Holder 
连续 . 
58.5.2 “分数 布朗 运动 驱动 的 分 数 阶 随机 Anderson 模型 
这 一 节 主 要 介绍 分 数 布 朗 运动 驱动 的 分 数 阶 随 机 Anderson 模 型 ， 在 某 一 Hilbert 
空间 证 明 解 的 存在 唯一 性 , 李 雅 普 诺 夫 指 数 和 Holder 连续 性 . 该 节 内 容 取 自 于 文 
献 [12]. 
考虑 分 数 布朗 运动 驱动 的 分 数 阶 随机 Anderson 模型 
{ 2 =Ayu+W# Ou, (tz) €[0,T] xR, 


(8.5.5) 
u(0) = U0, 
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其 中 A) = -(z zy. A20,WH(tz)-— PBK tt z) 是 分 数 布朗 运动 B" 的 
形式 导数 , > 是 Skorokhod 积分 . 

下 面 先 给 出 几 个 技术 性 引 理 . 

引 理 8.5.202 引 理 3.1 对 每 个 keN, 定义 算 子 


k 
Pens f [J ¢n2(u - u;)|Gy(t — Sk, £ — ux)| - |Gy(s2 — $1, u2 — u1 )| 
i=l 
‘|Gy(t — Tk, £ — vr)| ++ IGy(r2 — T1, V2 — v)|du; -- - dugdu: --- dvi, 


其 中 (t, x) € [0, T] x R, $= (s1 » Sk); r= (ra Tr); 则 存在 仅 依 赖 于 入 和 hg 
的 常数 C( 和 ,hz) 满足 
k 
DP (tz, 8,7) < |C(A, ha)|* lle -= s) (reir) , (8.5.6) 
i=1 
其 中 sk+l 一 rp+l =F. 
引 理 8.5.3 02302 32 假设 hha € e AQ 1) the > 1 pe 
(sig): MARAT Ahh MPE OOM ha), 使 得 对 所 有 的 
KEN 满足 


2(Ahy hg -1)k 
t X 


8|38 8.5.4 01215188 3.3 假设 hiho € e A2h1 一 1) 十 Pa > l,p€ 

(Spt ig) WEA ne R usta ess HP p d 

下 面 给 出 分 数 阶 随机 Anderson 模型 (8.5.5) 解 的 存在 唯一 性 和 李 雅 普 诺 夫 指 
数 的 结论 : 


定理 8.5.3 ”假设 hi he € EE A(2hy -1)+he > lp€ 1 A 
«E ID TX. Ny, Ne 9? , 1 2 , 2h, —1 1’ 1— A; 


WO? (1,2) < |C(A, ki, kz)|* kt! , (62) € (0, T] x R. 


A(2 — p) — 2(1 — ha)p 


Je X uo € L®(R), 则 方程 (8.5.5) 在 Sp (o < E 


解 ult, a), 而 且 


^ aas 


lim sup log (sup ||u(t, og) < C(hi, ha), 
t—oo zcR 
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其 中 天 二 ee Cec 


一 1 
z - p) , O(h, ha) 是 正常 数 . 
p 


* 1 A 
证 明 由 于 hi,hz € (34). A(2h —1)+ho>1, pe Ca —1’ qx) 因 


此 , 只 需 证 明 (u,(1,2)) Æ S (< < 中 的 Cauchy 序列 即 可 . 
由 引 理 (8.5.2), 引 理 (8.5.3) 和 引 理 (8.5.4) 可 知 


oo 
lim sup ||us (£, x)||? = y [cto ? (t, x) 


k=0 

< C eC sha ha) POMS ABAD (A 22 -(p41)74) 
(p+l) 

< oo, 


其 中 肥 =1- POM) gue, 对 任意 的 m,ne N, 当 m,n 一 oo 时 ,满足 


lus (ts £) 一 un 人 zl = Y Ik! X(t, x) — 0. 
k—m-41 
由 于 S, 是 Hilbert 空间 , WIZE S, 中 存在 ult, z) 使 得 ult, z) = Jim unlt, z) 是 方 
FE (8.5.5) 的 唯一 解 , 而 且 由 引 理 (8.5.4) 可 知 ， 该 方程 的 解 满足 李 雅 兽 诺 夫 指数 估 
th. 定理 证 毕 . 口 
二 & Fy, 其 中 Fn 是 下 的 第 n 个 混沌 分 解 . 对 每 个 pe 及 ,定义 Hilbert 
n=0 
空间 
Sp = {r - @ Fn, Y jn EIF., |2 < æ}, 
n=0 n=0 
并 赋予 范 数 
Flle = | X MEF]. 
n=0 
314 ssa pna 33 — A hh; € (5). A(2h, -1)+he > 1 Rp € 


(2-2) —20 ho)p 


(x 1 JI 则 对 每 个 nnEN, us(t52) € Sp, 其 中 p< DA 


2h; -1 1— 
下 面 给 出 方程 (8.5.5) 的 时 空 变量 的 Holder 连续 性 结论 . 


定理 8.5.4 03] 定 理 4.1 假设 hh. € (34). (4h — 3)A + 2h; > 2 成 
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3X. wR u € LO(R) X o-Hólder 连续 函数 (o € (0,1)), MAF (8.5.5) 的 解 
u(t,c) 关于 时 间 t X p-Holder 连续 的 ， 关 于 空间 zr 是 vHilder 连续 的 ， 其 中 
HE (o, min | 2, Math th), v € (0, min{a, Ah; + he — 1}). 
证 明 ”为 阅读 方便 , 我 们 给 出 该 定理 证 明 的 主要 步骤 , 详细 过 程 参 阅 文献 [12] 
的 定理 41 AUER. 定义 : uo(t,) = Galt) * ulz), unt, £) = S ^ Ie felt, m) n = 
k=0 
入 


1 
1,2. 由 引 理 8.5.5 可 知 , MR pe spice 


) 则 un(z) € Sp 其 中 p < 
pA 20 hp. 特别 地 , 注意 到 人 > 0, 则 有 un € Sp = 
LQ). 于 是 , WHT n € N, 

utr) e Ist) + 3 Iia) 


=G, (t) * u(x) + f fex Gy (t — s, £ — z)Un_1(s,2)B# (ds, dz). 
因此 , 对 任意 的 s t € [0, T] M m, y ER, 
us (t, T) — un(s,Y) =Galt * uo(z) — Ga (s) * uoly) 
+f Lov — rz — z)Un_i(r, z) BP (dr, dz) 
十 (GX(t—r,z—2) —Gy(s—r, y—z))Un-1(r, z) B? (dr, dz) 
Bd h + Az. 
直接 计算 可 知 
ElAl? < COT)(z — yl? + lt- sl), 
及 
E|A;P < CT, hi, ho) |t — s GO a = C(T, hs, ha) — st) 
注意 到 
E|A3|* <2|E n Í (Galt — 1,2 —z) - Galt- ry — z))usa(r 2B" (dr aa 


| 


«E [ fy (GAE -r,y — 2) — Gals — ry — 2)un-i(n z)B^ (dr, dz) 
=2(1+ ID). 
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4 ^ € (0, min(Ah, + he — 1,1}), 计算 可 得 
I € C(T,7,A, hi, ha)|z — yl". 
注意 到 Gh(t,z) = t3 640,032), 可 以 证 明 当 m e (o, Mutti) 时 , I < 
C(T,n, A, ha, ha)|t — s|". 最 后 利用 Fatou 引 理 即 可 完成 该 定理 的 证 明 . Oo 
最 后 给 出 一 个 技术 性 引 理 用 于 证 明 解 的 分 布 的 绝对 连续 性 结论 


引 理 8.5.6013] 命 题 5.1 ot mha € (5. 1). (Ahn = 3) + Bh > 2, 则 对 任意 


的 (t,z) € [O, T] x R, 方程 (8.5.5) 的 解 u(t,z) € D'7, HY s<t,y ER, 


D, yutt, x) -f f Gylt — r,z — z)Ds u(r, z) B" (dr, dz) + Ga (t — s, x — y)u(s,y). 


3 
定理 8.5.5282 5.1. 假设 h, ha€ (=,1),(4hi 一 3) 和 十 2h2 > 2, d XX u(x) > 


so > 0, Vz € R, 则 对 所 有 的 t 二 了 及 eR 方程 (8.5.5) 的 解 ultr) 的 分 布 关于 
Lebesgue 测度 是 绝对 连续 的 . 
WEB] ”注意 到 


liDutt, z)]z > 0 © ||Du(é, z)]|r2(0,4x&) > 0. 


下 面 只 需 证 明 ||Du(t, x)||r2(0,]xn) > 0,a.s. 即 可 . 容易 验证 GA(t—mr, z— z)u(r,z) € 
Hi, Galt — rz — z)u(r, z) Dsyu(r, z) € Hi. 由 引 理 8.5.6 可 得 


E(D; „ult, x))? 


zef f. [extra baut a ann e Gira at] 


E n n Gt — r,z — z)Ds „ulr, z) BP (dr, à + GA(t — s, x — y)E[u(s. y)? 
s JR 
> Gi(t— sz — y)Eļu(s, y) 
>G3(t — sz — y)E[GA * uo(z)]? 
2 
-G3(t—s,z—y)E d Gy(t, x — wuoly)ay| 
2e9G2(t —s,x — y). 
由 于 GA(t, x) > 0, 因此 


el f [saut uds] >f [e 一 5,2 一 y)E[u(s, y) dyds 


2£9G2(t — s, z — y)dyds > 0, 
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这 表明 , 
n J De savas -0, as., 
0 JR 

从 而 定理 8.5.5 证 毕 . 

oO 
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